Neégyszogek

7. osztaly

1. A négyszogek alapfogalmai és osztalyozasa

Képzeljiik el, hogy egy papirlapon kijeldliink négy véletlenszertd pontot tgy, hogy semelyik
harom ne essen egyetlen egyenesre (ne legyenek kollineéarisak). Ha ezeket a pontokat ceruzaval,
egyenes szakaszokkal sorban 0sszekotjiik, tobbféle alakzatot is kaphatunk attol fiiggéen, hogyan
zarjuk be a vonalat.

C C C D
D D
B B
A A A B
1. Nyilt toréttvonal 2. Négyszog 3. Hurkolt alakzat

Ahogy az abrakon is lathato, az 1. esetben a vonal nem ért korbe, igy egy nyilt térdttvonalat
kaptunk. A 3. esetben a vonalak keresztezték egymast (6nmetsz6 alakzat). Valodi négyszog-
r6l a 2. abra esetében beszéliink, ahol az Osszekotott szakaszok egy zart, onmagat nem
metszd torottvonalat alkotnak.

Definicié: Konvex és konkav négyszogek

A matematikaban a négyszogeket alakjuk alapjan két nagy csoportra bontjuk:

e I. Konvex (dombort) négyszogek: Olyan négyszog, amelynél barmelyik ol-
dalegyenesét (az oldalt meghosszabbito képzeletbeli vonalat) is rajzoljuk meg, a
négyszog teljes teriilete a vonalnak csak az egyik oldalara esik. A vonal sosem vag
bele a négyszog belsejébe.

e II. Konkav (homort) négyszogek: Olyan négyszog, amelynek van legalabb egy
olyan oldala, amelynek meghosszabbitasa "belevag", azaz kettémetszi a négyszog
belsé teriiletét.

4. Konvex (dombort) 5. Konkav (homort)

Megjegyzés: Az iskolai tanulményok soran az esetek tulnyomo tobbségében kizarolag a konvex
(dombort) négyszogek tulajdonsagaival foglalkozunk.
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A konvex négyszog elemei és keriilete

Egy négyszoget a négy cstucsanak nagybetiis megadéasaval neveziink el (pl. ABCD négyszog).
A matematikai konvenciok szerint a betiiket a keriilet mentén folyamatosan haladva, altaldban
az 6ramutatd jarasaval ellentétes (pozitiv) iranyban osztjuk ki.

D

Kiils6é tartomany

Belsé fértomémy

A négyszog felépitése:

e Csucsok: Az A, B,C és D pontok. Két cstcs szomszédos, ha egy oldalt fognak kozre
(pl. A és B). Két csucs szemkdizti, ha nem koti 6ssze ket oldal (pl. A és C).

e Oldalak: A csucsokat 6sszekotés AB, BC,C'D és DA szakaszok.
e Szogek: A belsS tartomanyban 16v6 sarkok (fl, B,C, ﬁ)

o Atlok: A szemkozti csticsokat sszekits egyenes szakaszok (az abran szaggatott vonallal
jelolve: az AC ¢és a BD szakaszok).

Definicié: A négyszog keriilete

Barmely négyszog keriilete (jelolése: K') geometriai értelemben megegyezik az alakzatot
hatarol6 oldalak hosszénak szémszerd Osszegével.

Kapecp = AB+BC+CD+ DA

A konvex négyszogek bels6 szogeinek osszege

Tétel: A bels6 szogek 6sszege

Barmely konvex négyszog bels6 szogeinek 0sszege hajszalpontosan 360°.

A+ B+C+ D =360°

A tétel matematikai bizonyitasa:

Bizonyitsuk be az éllitast arra a tényre alapozva, hogy egy egyszerd haromszog belsé szogeinek
osszege mindig 180°! Vegylink egy tetszSleges ABCD konvex négyszoget, és huzzuk be az
egyik atlojat (példaul az AC szakaszt). Ez az egyetlen atlo a négyszoget pontosan két darab
haromszogre (ABC és AC'D haromszogekre) vagja szét.
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Jol lathato, hogy a négyszog teljes A szoge két részre (az Ay és Ay szogekre) bomlott, ahogy a
C sz0g is (O} és Cy). Irjuk fel a szogek Osszegét a két létrejott haromszogre kiilon-kiilon:

Az ABC haromszogben: Al + B+ C’l = 180°
Az AC D haromszogben: Ag + D+ C’g = 180°

Ha a két fenti egyenlet bal és jobb oldalat egymassal osszeadjuk, a kévetkezdt kapjuk:
(A + Ay) + B+ (Cy + Cy) + D = 180° + 180°
Mivel Ay + Ay =A s C, +Co=C, a végeredmény kiadja a teljes négyszoget:

A+ B+C+ D =360°

2. A paralelogramma

Definici6é: A paralelogramma fogalma

A paralelogramma egy olyan konvex négyszog, amelynek két-két szemkozti oldala pér-
huzamos egymassal.

Ha egy ABC'D négyszogrél azt mondjuk, hogy paralelogramma, az definicié szerint azt
jelenti, hogy:
AB || DC ¢és AD | BC.

Tétel: A paralelogramma alaptulajdonsagai

Minden paralelogrammara igazak az alabbi geometriai tulajdonsigok:

1. A szemkozti oldalai paronként kongruensek (AB = DC és AD = BC).
2. A szemkozti belss szogei paronként kongruensek (/1 =Cés B= D)
3. A szomszédos szogei kiegészits szogek (Gsszegiik 180°).

4. A két atloja pontosan felezi egymast a metszéspontban.




A tulajdonsagok logikai bizonyitasa

A matematikai tételeket nem elég kimondani, igazolnunk is kell 6ket. Ehhez a haromszogek
kongruenciajat (jelolése: =) fogjuk felhasznalni.
1. és 2. tulajdonsag bizonyitasa (Szemkézti oldalak és szogek):

Huzzuk be a paralelogramma BD atlojat! Ez az atlo az alakzatot két haromszogre bontja: az
ABDa-re és a C'DBa-re.

e A BD oldal mindkét haromszognek kozos oldala (BD = BD).

e Mivel AB || DC és a BD atlo egy metsz6 (szel§) egyenes, ezért a keletkezs belsd vdlto-
szogek kongruensek: By = D,.

e Hasonloan, mivel AD || BC, a masik par valtoszog is kongruens: By = D,.

Mivel a két haromszog egy oldala és a rajta fekvd két szog megegyezik, a két haromszog kong-
ruens (ABDx = CDBa). Ebbdl a szog-oldal-szog (sz.0.sz.) eset alapjan egyenesen kovetkezik,
hogy a megfelel§ oldalaik és szogeik is kongruensek: AB = DC, AD = BC, illetve az A és C
csticsoknél 16vé teljes szogek is kongruensek (A =C ).

4. tulajdonsag bizonyitasa (Az atlok felezik egymast):
Legyen a két atlo (AC' és BD) metszéspontja az O pont. Vizsgaljuk meg az AOBA és a
CODpa haromszogeket! Mar tudjuk, hogy a szemkozti oldalak kongruensek: AB = DC. A
parhuzamossag miatti belsd valtoszogek is kongruensek az A és C' (Al = C’l), valamint a B és
D cstcsoknal (B; = Dy). Igy a két kis haromszog szintén kongruens (AOBx = COD,). Ebbél
kovetkezik, hogy a megfelels oldalaik megegyeznek: AO = OC és BO = OD, azaz az O pont
mindkét atlonak a felez&pontjal

Forditott tételek (A paralelogramma felismerése)

A geometria szépsége, hogy a fenti logikai lépések megfordithatok. Kaptunk egy eszkoztérat,
amivel egy ismeretlen négyszogrél bizonyitani tudjuk, hogy az val6jaban egy paralelogramma.



Tétel: Mikor paralelogramma egy négyszog?

Egy tetszGleges konvex négyszog paralelogramma, ha az aldbbi feltételek bdrmelyike
teljesiil ré:

1. A szemkozti oldalai paronként kongruensek.
2. A szemkozti szogei paronként kongruensek.
3. A két atloja felezi egymast.

4. Elegendé feltétel: Ha van egy olyan szemkozti oldalparja, amely egyszerre pdr-
huzamos és kongruens (AB || DC és AB = DC('), akkor az alakzat biztosan para-
lelogramma.

Gyakorlati alkalmazasok

1. Feladat (Haromszog sulyvonalanak meghosszabbitasa):

Adott egy ABC haromszog. Az AC oldal felez6pontja legyen az O pont. Huzzuk meg a BO
silyvonalat, majd hosszabbitsuk meg az O ponton tal egy D pontig tgy, hogy OD = BO
teljesiiljon!

a) Bizonyitsuk be, hogy az ABC'D négyszog paralelogrammal

b) Igazoljuk, hogy a BO sulyvonal hossza kisebb, mint az AB és BC oldalak 6sszegének a
fele: BO < AB%!

Megoldas:
a) Mivel O az AC szakasz felez6pontja, tudjuk, hogy AO = OC. A feladat feltétele szerint
a meghosszabbitas miatt BO = OD. FEzek az allitasok pont azt jelentik, hogy az ABCD
négyszogben az atlok (AC és BD) felezik egymast. Ez a tulajdonsag a forditott tétel alapjan
biztositja, hogy ABCD egy paralelogramma.

b) Egy haromszogben barmely oldal hossza kisebb a mésik két oldal hosszanak Osszegénél
(haromszog-egyenl6tlenség). Alkalmazzuk ezt az ABD/A-re:

BD < AB+ AD

Mivel a paralelogramma szemkozti oldalai kongruensek, AD = BC' (hosszuk egyenls). A BD
atlo pedig pontosan a BO stlyvonal kétszerese (2 - BO). Helyettesitsiik be ezeket:

AB + BC

2.BO < AB + BC /:2 — BO < ——

Az allitast igazoltuk.



2. Feladat (Ko6zéppontos tiikrozés a haromszog oldalain):

Vegyen fel egy tetszéleges M pontot az ABC haromszog BC' oldalan. Tiikrozziik ezt az M
pontot az AB oldal E felez6pontjara (igy kapjuk az N pontot), valamint az AC oldal F
felez6pontjara (igy kapjuk a P pontot). Bizonyitsuk be, hogy az N, A és P pontok egy egyenesre
esnek (kollinearisak)!

Megoldas:
A kozéppontos tiikrozés miatt az E pont felezi az N M szakaszt (NE = EM), tovabba tudjuk,
hogy az F pont felezi az AB oldalt is (AE = EB). Ez azt jelenti, hogy az AM BN négyszog

atloi felezik egymast, tehéat ez az alakzat egy paralelogramma. Emiatt a szemkozti oldalaik
parhuzamosak: AN || BM, vagyis AN || BC.

Ugyanezzel a logikaval az F pont felezi a PM és az AC' szakaszokat is, igy az AMC P négyszog
is egy paralelogramma. Ebbdl kévetkezik, hogy AP || MC, azaz AP || BC.

Mivel az AN egyenes és az AP egyenes is parhuzamos a BC' oldallal, rdadasul mindketts dthalad
a koz0s A cstucson, a parhuzamossagi axioma értelmében a két egyenes egybeesik. Ezért az
N, A és P pontok valéban egyetlen k6zos egyenesen helyezkednek el.



3. A haromszog kozépvonala

Vizsgéaljuk meg, mi torténik, ha egy haromszog oldalait elfelezziik, és ezeket a felezdpontokat
vonalakkal Osszekotjiik! Ezt a nagyon fontos geometriai elemet nevezziik a haromszog kozép-
vonalanak.

Definicié: A kozépvonal fogalma

Amikor egy haromszog tetszéleges két oldalanak felez6pontjat egy egyenes szakasszal
Osszekotjik, ezt a kapott szakaszt a haromszog kozépvonalanak nevezziik. Mivel egy
haromszognek harom oldala van, igy Osszesen hérom kiilénb6z6 kézépvonal rajzolhatd
be, amelyek egyiittesen egy belsd, kisebb haromszoget alkotnak.

Tétel: A kozépvonal tulajdonsagai

A haromszog barmely kézépvonalara igaz a kovetkezd két alapvetd allitas:

1. Mindig parhuzamos a haromszog harmadik (vele szemben fekvd) oldalaval.

2. A hossza hajszalpontosan megegyezik ennek a harmadik oldal hosszanak a felével.

A tétel bizonyitasa

Kiindulasi feltételek: Adott egy XY Z haromszog. Jeloljiik az XY oldal felezGpontjat U-val,
az. X Z oldal felez6pontjat pedig V-vel. (Ebbdl kovetkezik, hogy XU = UY és XV =V 7).

Amit bizonyitani szeretnénk: 1) UV || YZ és 2) UV =XZ

Y

A logikai levezetés: Huzzuk meg az UV szakaszt, majd hosszabbitsuk meg a V' ponton til
egy uj W pontig ugy, hogy a megtoldott szakasz hossza megegyezzen az eredetiével (vagyis
Uv =VWw).

Tekintsiik most az XU ZW négyszoget! Ennek a négyszognek az atloi az X7 és az UW sza-
kaszok, amelyek a V' pontban metszik egymést. A kiindulasi feltételek miatt tudjuk, hogy
V felezi az XZ szakaszt (XV = VZ), a szerkesztésiink miatt pedig felezi az UW szakaszt
is (UV = V). Mivel egy olyan négyszoget kaptunk, amelynek az atloi kolesonosen felezik
egymast, az XUZW alakzat egy paralelogramma.

A paralelogramma tulajdonsigaibol adodik, hogy a szemkozti oldalai parhuzamosak és egyenld
hossztiak: ZW || XU és ZW = XU. Tudjuk azonban, hogy az U pont az XY oldal felez&pont-
ja, tehat XU = UY. Ezt behelyettesitve azt kapjuk, hogy ZW = UY, tovabba mivel X, U, Y
egyetlen egyenesen helyezkednek el, ZW || UY is igaz.



Ha egy négyszog (UY ZW) két szemkozti oldala (ZW és UY') egyszerre parhuzamos és egyenls
hosszisagu, akkor az szintén egy paralelogramma. Ebbdl rogton kévetkezik az igazolando
tétel els fele: az UW oldal parhuzamos az Y Z oldallal, tehéat a rajta fekvé UV kozépvonal
is parhuzamos az Y Z oldallal (UV || YZ).

A hosszusag bizonyitasahoz tudjuk, hogy a paralelogramma szemkdozti oldalai miatt UW =Y Z.
Mivel U, V, W egy egyenesre esik és UV = VW az UW hossza éppen 2-UV. Tehat 2-UV =Y Z,
amit atrendezve megkapjuk a végeredményt: UV = % Ezzel a tételt belattuk.

Forditott tételek

Ahogy a paralelogrammaknal, ugy a kozépvonal esetében is felirhatjuk az allitasok forditottjat,
melyek segitenek a feladatmegoldéasok soréan:

A ko6zépvonal tételének megforditasai

1. A parhuzamossagi feltétel: Ha egy egyenes dthalad egy haromszog egyik oldala-
nak felez6pontjan, és parhuzamos egy maésik oldallal, akkor az biztosan a harmadik
oldal felez6pontjaban fogja metszeni a haromszoget.

2. A fele-hossz feltétel: Ha egy, a haromszog két oldalat Gsszekotd szakasz par-
huzamos a harmadik oldallal és a hossza pont a fele annak, akkor ez a szakasz
garantaltan a haromszog kozépvonala (azaz a végpontjai felez6pontok).

Alkalmazas: A haromszog sulypontja

A kozépvonalhoz kapcsolodo logikaval gyonyoriien bizonyithatéd a geometria egyik legfontosabb
alaptétele, a sulypont létezése. A haromszog cstcsait a szemkozti oldalak felez&pontjaival
0sszekots szakaszokat stilyvonalaknak nevezziik.

Tétel: A sulypont

Barmely haromszog harom silyvonala egyetlen kézos pontban metszi egymast. Ezt a
pontot a haromszog stulypontjanak hivjuk. A sulypont kiilonleges tulajdonsaga, hogy
mindegyik stulyvonalat 2:1 aranyban osztja fel, oly modon, hogy a csiicstol a silypon-
tig tarto szakasz kétszer olyan hosszi, mint a silyponttoél az oldal felezGpontjaig tarto
szakasz.

Bizonyitas (A kozépvonalak segitségével):

Tekintslink egy DEF haromszoget! Legyen a DFE oldal felez6pontja Z, az EF oldalé X, az F'D
oldalé pedig Y. A harom silyvonal tehdt: DX, FY és FZ. Kezdésként vegyiink csak kettét:
metssze egymast az EY és a DX sulyvonal egy G (stly)pontban. Azt kell bizonyitanunk, hogy
az GG pont 2:1 ardnyban osztja ezeket.
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A gondolatmenet: Jeloljiik ki a G szakasz felez6pontjat P-vel, és az EG szakasz felez6pontjat
Q-val.

Vizsgéljuk meg az eredeti DEF haromszoget! Az Y X szakasz pontosan Osszekoti két oldal
felez6pontjat, igy az a DEF haromszog kozépvonala. A tételiink alapjan tudjuk, hogy Y X ||
DE ésYX = 2E.

Most tekintsiik az GDE (also, kisebb) haromszoget! Ebben a haromszogben a P(Q) szakasz koti
Ossze a DG és EG oldalak felez6pontjait, igy a P(Q) szakasz az GDFE haromszog kdzépvonala.
Emiatt ez is parhuzamos az alappal és fele akkora: PQ || DE és PQ = %.

Mivel az Y X és a PQ) szakasz is parhuzamos a DFE oldallal és mindketté pontosan fele olyan
hosszd, mint a DFE oldal, egymassal is azonosak kell legyenek! Tehat Y X || PQ és YX = PQ.
Ebbdl kévetkezik, hogy a PY X Q) négyszog egy paralelogramma.

A paralelogramma atloi felezik egymast, tehat a metszéspontjuk (G) felezi a PX és az YQ
atlokat. Ebbdl adodik, hogy PG = GX és YG = GQ. Mivel kezdetben a P pontot a DG
szakasz felezGpontjanak vettiik, DP = PG. Ezt Osszerakva:

DP=PG=GX = DG=2-GX

Ezzel bebizonyitottuk a 2:1 aranyt! Teljesen megegyezd logikaval (masik két sulyvonalat kiva-
lasztva) belathato, hogy a harmadik salyvonal is ugyanezen az G ponton halad at, és azt is
ugyanez a 2:1 arény jellemzi.

4. Sajatos paralelogrammak

A paralelogrammak csaladjan beliill megkiilonboztetiink olyan kiilonleges alakzatokat, amelyek
tovabbi egyedi tulajdonsidgokkal rendelkeznek.

A téglalap

Definicié: A téglalap

A téglalap olyan paralelogramma, amelynek legalabb egy bels6 szoge derékszog (90°). Mi-
vel a paralelogramma szemkozti szogei egyenl6k, a szomszédosak pedig kiegészits szogek,
ebbdl egyenesen kovetkezik, hogy a téglalap mind a négy szoge derékszog. Természetesen
a téglalap is "orokli" a paralelogrammak 6sszes alaptulajdonsagat.




Tétel: A téglalap atloi

Egy téglalap két atloja mindig pontosan ugyanolyan hosszi (kongruensek).

A tétel igazolasa:

Vizsgéljunk meg egy K LM N téglalapot! Huzzuk be a KM és az LN atlokat. Emeljiink ki két
haromszoget: a K LMa-et és az LK Na-et. Ezekben a haromszogekben a K L oldal kozos. A
paralelogramma tulajdonsig miatt a szemkozti oldalak egyenlsk, vagyis LM = KN. Tovabba
mindkét haromszog derékszogi a L és K csticsoknal. Mivel a két haromszog két oldala és
a kozbezart szog (a derékszog) megegyezik, a két haromszog egybevagd (KLMa = LKNp).
Az egybevagdsdgbol azonnal adédik, hogy a harmadik oldalaik, vagyis az atlok is egyenldk:
KM = LN.

A tétel meg is fordithato, és a kettsét egyiitt egy ekvivalencia-allitassa gyarhatjuk ossze: Egy
paralelogramma pontosan akkor (akkor és csakis akkor) téglalap, ha az atloinak
hossza megegyezik.

N M

A rombusz

Definicié: A rombusz

A rombusz egy olyan specialis paralelogramma, amelynek két szomszédos oldala azonos
hosszisagu (kongruens). Mivel a paralelogramma szemkozti oldalai is egyenldk, ebbdl az
kovetkezik, hogy a rombusz mind a négy oldala megegyezik egymassal.

Tételek a rombusz atloirol

A rombusznak két nagyon fontos, az atléira vonatkozo tulajdonsaga van:

1. Az atloi merdlegesek egymaésra (derékszogben metszik egymaést).

2. Az atloi egyben az alakzat bels§ szogeinek szogfelezdi is.

A tételek igazolasa:

Legyen adott egy PQRS rombusz, amelynek atloi az O pontban metszik egyméast. Mivel a
rombusz egyben paralelogramma is, az a4tloi felezik egymést, vagyis a PO és az OR szakaszok
egyenlék (PO = OR). Tekintsiik a PQRa-et! Mivel a rombusz minden oldala egyenls, PQ =
QR, tehat ez a haromszog egyenlSé szart. Az egyenlS szari haromszogeknél az alaphoz
tartozo sulyvonal (jelen esetben a QO szakasz) egyben a haromszog magassagvonala is. Ha
magassagvonal, akkor meréleges az alapra (PR-re), amivel belattuk az elsg tételt: az atlok
derékszoget zarnak be. Ugyanebbdl az egyenld szarta haromszogbdl az is kovetkezik, hogy a
silyvonal egyben szogfelezé is, igy a QO szakasz felezi a () cstcsnal 1évs szoget. Ezzel a
masodik tételt is igazoltuk.



A tétel megforditasa itt is érvényes: Ha egy paralelogramma atloi meréGlegesek egy-

masra, vagy ha az atloi felezik a szogeket, akkor az a paralelogramma biztosan
rombusz.

A négyzet

Definicié: A négyzet

A négyzet tulajdonképpen a téglalap és a rombusz "gyermeke": egy olyan paralelogram-
ma, amely egyszerre téglalap és rombusz.

Mivel egyesiti e két alakzat jellemzdit, a négyzet az alabbi tulajdonsagokkal bir:
e Minden oldala kongruens (egyenl hosszusagu).

e Minden belss szoge derékszog (90°).

o Atloi felezik egymast, kongruensek (egyenls hossztiak), merdlegesek egymasra, és egyben
szogfelezdk is.

Tétel: Mikor négyzet egy paralelogramma?

Egy paralelogramma akkor és csak akkor négyzet, ha az atloi egyenls hossziak és mers-
legesek egymasra.

A tétel bizonyitasi logikaja (kétirany):

e Odafelé (=): Ha egy alakzat négyzet, akkor definicié szerint téglalap is (tehat atloi
egyenlsk), és rombusz is (tehat atloi merdlegesek).

e Visszafelé («<): Ha egy paralelogramma atloi egyenlSk, akkor az egy téglalap. Ha
emellett az atlok merdlegesek is egymaésra, akkor ez egy rombusz is. Egy alakzat, ami
téglalap és rombusz is egyben, az pontosan a négyzet.

W Vv
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5. A trapéz

A négyszogek egy masik rendkiviil fontos csaladjat alkotjak a trapézok.

Definicié: A trapéz fogalma

A trapéz egy olyan négyszog, amelynek pontosan két szemben fekvs oldala parhuzamos
egymassal, mig a masik két oldala nem parhuzamos.

Egy tetszbleges W XY Z trapéz esetén, ahol WX || ZY, az alabbi elnevezéseket hasznal-
juk:

e A parhuzamos oldalakat a trapéz alapjainak nevezziik.
e A hosszabbik parhuzamos oldal (példaul a WX szakasz) a nagyalap.
e A rovidebbik parhuzamos oldal (a ZY szakasz) a kisalap.

e A két nem parhuzamos oldalt (W Z és XY') a trapéz szarainak hivjuk.

A trapézok osztalyozasa

Az oldalak és a szogek tulajdonsigai alapjan a trapézokat harom {6 kategoridba sorolhatjuk:

e 1. Altalanos trapéz: A két szara kiilonbozé hosszusagi, és a bels6 szogei kozott
egyaltalan nincs derékszog.

e 2. Derékszogi trapéz: Kiilonlegessége, hogy az egyik szara pontosan meréleges a két
parhuzamos alapra.

e 3. Egyenlé szaru trapéz: Olyan trapéz, amelynek a két nem parhuzamos széra tokeé-
letesen megegyezd hosszusagu (kongruens).

N

1. Altalanos 2. Derékszogi 3. Egyenl szaru

Az egyenl6 szaru trapéz tulajdonsagai

Tételek az egyenld szaru trapézrol

Minden egyenl$ szaru trapézra maradéktalanul érvényesek a kovetkezs tulajdonsagok:
1. Az azonos alapon fekvs belsd szogeik mindig kongruensek egymassal.

2. A trapéz két atloja teljesen azonos hosszusagu (kongruens).

Az 1. tulajdonsag (Szogek) bizonyitasa:

Vegylink egy PQRS egyenls szara trapézt, ahol PQ || SR és a két szar egyenls (PS = QR).
Hizzunk a fels6 S és R csticsokbdl magassagvonalakat az als6 P(Q) alapra. Legyenek a talp-
pontok U és V. Ekkor kozépen egy SUV R téglalap jon létre, amibdl kovetkezik, hogy a két
magassag egyenls: SU = RV. Vizsgaljuk meg a két szélen kialakult derékszogi haromszoget
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(PSUA és QRVA)! Mivel a trapéz egyenld szara, az atfogoik egyenlék (PS = QR). Mivel egy
befogojuk (a magassag) és az atfogojuk is megegyezik, a derékszogi haromszogek egybevago-
sagi tétele alapjan a két haromszog kongruens (PSUA = QRVA). Ebbdl egyenesen kovetkezik,
hogy a P és () cstcsoknal fekvd szogek megegyeznek.

A 2. tulajdonsag (Atlok) bizonyitasa:

Most huzzuk be a PR és az SQ atlokat! Tekintsiik a PQSA és a QPR haromszogeket.
Ezekben a PQ alap kozos. A feltételek miatt a két szar egyenls (PS = QR). Az el6z6
bizonyitasban méar belattuk, hogy az alapon fekvs szogek is egyenlék (15 = Q) Mivel két
oldaluk és az altaluk kozbezart szog megegyezik, a szog-oldal-szog (sz.0.sz.) eset értelmében
a két haromszog kongruens (PQSA = QPRA). Ebbdl kovetkezik, hogy a harmadik oldalaik,
azaz a PR és az S(Q atlok is pontosan egyenlSek (PR = SQ).

A forditott tételek

A fenti tulajdonsagok megforditva is igazak, és kivaloan alkalmasak arra, hogy egy ismeretlen
trapézrol bebizonyitsuk, hogy az egyenls szart.

Forditott tételek

1. Ha egy tetszéleges trapézban az egyazon alapon fekvs belsd szogek kongruensek,
akkor az a trapéz biztosan egyenld szart.

2. Ha egy trapéz két atloja kongruens egyméssal, akkor a trapéz egyenld szart.

A 2. forditott tétel braviiros bizonyitasa:
Ez a bizonyités egy rendkiviil elegéns geometriai szerkesztésen alapul. Adott egy JK LM trapéz,
amelyrdl egyeldre csak annyit tudunk, hogy a két atloja egyenls (JL = MK), és azt akarjuk
belatni, hogy a szarai is egyenlsk (JM = KL).

J K N

Lépések a bizonyitashoz:
1. Hosszabbitsuk meg a JK nagyalapot a K ponton tul.

2. Az L csucson keresztiil hizzunk egy egyenest, amely parhuzamos az MK atloval, és
metssze a nagyalap meghosszabbitasat az N pontban.

3. Ezzel létrehoztunk egy M K N L négyszoget. Mivel az ML és a KN szakaszok a trapéz
alapjai miatt eleve parhuzamosak, a szerkesztésiink miatt pedig MK || LN, igy a MKNL
alakzat egy paralelogramma.

4. A paralelogramma szemkozti oldalai egyenldk, igy MK = LN.

5. A kiindulési feltételiink az volt, hogy a trapéz két atloja egyenls, vagyis JL = M K. Ezt
osszekapcsolva az el6z6 lépéssel azt kapjuk, hogy JL = LN.

6. Emiatt a nagy JLNA haromszog egyenld szart lett. Az egyenls szart haromszog alapon
fekvs szogei egyenldk, tehat az N szog és a J-nél 1é6v6 szog egyenld.
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7. Mivel a MK és az LN egyenesek parhuzamosak, a JN pedig egy szeld, az MK ¢s a JN
altal bezart szog pontosan megegyezik az N szoggel (egyallasu szogek).

8. Ebbdl kovetkezik, hogy a két belss, atlok altal alkotott nagy haromszogben (JM K és
K JL) két oldal és a kozbezart szog megegyezik, igy a haromszogek egybevagoak. Ebbél
pedig logikusan kovetkezik, hogy a szarak egyenlék: JM = K L. Az allitast igazoltuk.

6. A trapéz kozépvonala

Definicié: A kozépvonal fogalma

A trapéz két nem parhuzamos oldaldnak (tehat a szérainak) felezépontjait Osszekots
egyenes szakaszt a trapéz kozépvonalanak hivjuk.

Tétel: A kozépvonal tulajdonsagai

Egy tetsz6leges trapéz kozépvonalara az alabbi két allitas érvényes:
e A kozépvonal mindig parhuzamos a trapéz két alapjaval.

e A kozépvonal hossza pontosan megegyezik a két alap hosszanak szamtani kézepével

(felosszegével). Képlettel felirva: Kozépvonal = Hegualantitisalap,

A tétel igazolasa:

Tekintslink egy PQRS trapézt, ahol a PQ) és SR szakaszok a parhuzamos alapok, az M és N
pontok pedig a PS és QR szarak felez6pontjai. A vizsgalt kozépvonal tehat az M N szakasz.
Huzzuk be a PR atlot, és jeloljiik ki rajta a K felezGpontot.

Vizsgéljuk meg a PSRa-et! Ebben a haromszogben az MK szakasz pontosan két oldal
felez6pontjat koti ossze, igy az a haromszog kozépvonala. Ebbdl kifolyolag MK || SR, és a
hossza MK = STR. Hasonl6 logikaval, a PQRa-ben a KN szakasz szintén egy haromszog-
kozépvonal, ami miatt KN || PQ, és KN = %.

Mivel a trapéz definicioja szerint az alapok parhuzamosak (SR || PQ), ezért az MK ésa KN
szakaszok is parhuzamosak a P() alappal. A parhuzamossagi axioma kimondja, hogy egy adott
pontbol (jelen esetben a K pontbdl) egy adott egyeneshez csakis egyetlen parhuzamos egyenes
huzhaté. Ez azt jelenti, hogy az M, K és N pontok kotelezGen egyetlen kozos egyenesre esnek
(kollinearisak), ezéltal az egybefiige6 M N kézépvonal parhuzamos az alapokkal (MN || PQ).

A hosszakra vonatkozéan: mivel az M, K és N pontok egyetlen egyenest alkotnak, az M N
szakasz hossza megegyezik a két rész Osszeadasaval (MN = MK + KN). Behelyettesitve a

mar levezetett értékeket: MN = %‘2 + PTQ = %, amivel a tételt sikeresen belattuk.
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Gyakorlé feladat: A kozépvonal és az atlok metszete

Vegyilink egy K LM N trapézt, melynek parhuzamos alapjai a KL és az NM szakaszok. Le-
gyven az U pont a KN szar, a V pont pedig az LM széar felez6pontja, igy az UV szakasz a
trapéz kozépvonala. Huzzuk be mindkét atlot (KM és LN). Jeldljiik a kozépvonal és az atlok
metszéspontjait: az UV szakasz a KM atlot az X pontban, az LN atlot pedig az Y pontban
metszi.

Bizonyitsuk be a kovetkez6 két allitast:

1. Az atlok és a szarak kozotti kdzépvonal-darabok egyenldk a kisalap felével: UX =YV =
NM
5

2. Az atlok kozotti szakasz hossza az alapok kiilonbségének a fele: XY = M

A bizonyitas menete:

1. Aallitas igazolasa: Nézziik a KNMa-et (ahol NM a kisalap)! Az UX szakasz ebben a
haromszogben egy kozépvonal, mivel athalad az egyik oldal felez6pontjan és definicié szerint
parhuzamos az NM alappal. Ennek megfelelGen az értéke: UX = % Ugyanezt a gondo-
latmenetet alkalmazva az LN Ma-ben, az YV szakasz szintén kozépvonalként viselkedik, tehat
YV = % A kett6t Osszevetve lathato, hogy UX =YV = %

2. allitas igazolasa: Most vizsgaljuk meg a nagy NK La-et (amelynek alapja a KL
nagyalap)! Az UY szakasz ennek a haromszognek a kozépvonala, igy hossza UY = % A
keresett XY (atlok kozotti) szakasz hossza felirhato két ismert szakasz kiilonbségeként: XY =
UY — UX. Helyettesitsiik be a mar kiszamolt értékeket: XY = % — % = w Ezzel az
Osszefiiggést sikeresen levezettiik.

7. Sikidomok teriilete

Amikor egy zéart vonal (példaul egy sokszog kertilete) altal hatéarolt sikrészt vizsgalunk, gyakran
kivancsiak vagyunk annak kiterjedésére, nagysagara. A sikidomok belsé tartomanyanak ezt a
szamszertiisithet6 méretét nevezziik a sikidom tertiletének (jelolése altalaban 7).

A mérésekhez egységnyi teriileteket hasznalunk. Az alapmérték az 1 méter oldalhosszusagu
négyzet teriilete, azaz az 1 m? (négyzetméter). A korabbi tanulményokbol ismert szabalyok
alapjan ennek valtoszamai a kovetkezék: 1 m? = 100 dm?, 1 dm? = 100 cm?, és igy tovabb,
illetve felfelé 1 dam? = 100 m?, 1 hm? = 100 dam?.

A kovetkezdkben levezetjiik a legfontosabb sokszogek tertiletképleteit.

A téglalap és a négyzet teriilete

Képzeljiink el egy téglalapot, amelynek oldalai 6 cm és 4 cm hossziak. Ha ezt a sikidomot
felbontjuk 1 cm oldald (1 ecm? teriiletii) egységnégyzetekre, akkor egy 6 oszlopbol és 4 sorbol
allo racsot kapunk. A kis négyzetek szama Osszesen 6 - 4 = 24 darab, igy a teriilet 24 cm? lesz.
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Tételek: Téglalap és négyzet teriilete

Altalanositva a fenti megfigyelést, egy = hosszisagu és y szélességii téglalap teriilete a
két szomszédos oldal szorzata:
T=x-y

Mivel a négyzet egy olyan specialis téglalap, amelynek minden oldala egyenls (legyen
ez x), a teriilete az oldalhossz négyzetével egyezik meg:

T =22

y = 4 egység

r = 6 egység

A haromszog teriilete

Vizsgéljunk meg egy tetszéleges EFF'G haromszoget, amelynek alapja e, a hozza tartozdé ma-
gassaga pedig m.. Ha a haromszoget kiegészitjiik egy befoglalé téglalappa tugy, hogy a téglalap
oldalai az e alappal és az m. magassaggal egyezzenek meg, egy érdekes Osszefiiggést fedezhetiink
fel.

A magassagvonal a haromszoget két kisebb derékszogii haromszogre bontja, és ezek a részek
pontosan feleakkorak, mint a befoglalo téglalap rajuk esé fele. Igy a teljes EFG haromszog
teriilete pontosan a fele lesz a téglalap tertiletének.

Tétel: A haromszog teriilete

A haromszog teriilete kiszamithato ugy, hogy kivalasztjuk barmelyik oldalat, megszoroz-
zuk a hozza tartozé magassag hosszaval, majd a szorzatot elosztjuk kettével:

€ Me
2

T =

Ez a képlet egyarant igaz hegyesszogt, derékszogi és tompaszogi haromszogekre is.

A paralelogramma teriilete

Adott egy K LM N paralelogramma. Huzzuk be az egyik atlojat (példaul az LN szakaszt)! Ez
az atlo a paralelogrammat két tokéletesen egybevago (kongruens) haromszogre osztja fel. Mivel
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a-mgq

tudjuk, hogy egy ilyen haromszog teriilete az oldal és a magassag szorzatinak a fele (“3'«), a
két haromszog egyiittes teriilete ennek pontosan a kétszerese lesz.

Tétel: A paralelogramma teriilete

Egy paralelogramma teriilete megkaphato, ha az egyik oldalanak hosszat megszorozzuk
a hozza tartozo (ra merdleges) magassag hosszéaval:

a-mg
2

T=2

=a-mg

A rombusz teriilete

Mivel a rombusz egy speciélis paralelogramma, kiszamithatjuk a teriiletét az oldal és a magasség
szorzataként is. Azonban az atlok ismeretében van egy masik modszer is. Szerkessziink a
rombusz koré egy téglalapot tigy, hogy a téglalap oldalai athaladjanak a rombusz cstcsain, és
parhuzamosak legyenek a rombusz atloival. Ez a téglalap fel van osztva 8 darab apro, egybevagd
derékszogl haromszogre. A rombusz ezek koziil pontosan 4-et tartalmaz, ami azt jelenti, hogy
a rombusz teriilete egzaktul a fele a kiils6 téglalap teriiletének.

Tétel: A rombusz teriilete az atlokkal

Mivel a befoglalo téglalap oldalai megegyeznek a rombusz két atlojaval (jeloljiik ket e-vel
és f-fel), a rombusz teriilete az atlok szorzatanak a fele:

A trapéz teriilete

A trapéz teriiletének levezetése egy nagyon okos szerkesztési triikkon alapul. Vegyiink egy
trapézt, amelynek alapjai ¢ (nagyalap) és d (kisalap), magassaga pedig m. Készitsiink errdl a
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trapézrol egy pontos (kongruens) maésolatot, forditsuk fejjel lefelé, és illessziik hozza az eredeti
trapéz egyik szarahoz!

A két trapéz egyiittesen egy nagy paralelogrammat alkot. Ennek az 10j paralelogramménak
az alapja a két trapéz-alap Osszege (c+d) lesz, a magassaga pedig valtozatlanul m marad. Mivel
az eredeti trapéz ennek a nagy alakzatnak pontosan a felét teszi ki, a teriiletét a kdvetkezéképpen
szamoljuk:

Tétel: A trapéz teriilete

A trapéz teriilete megegyezik a parhuzamos alapok Osszegének és a magassagnak a szor-
zataval, osztva kettével:
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