A kor

7. osztaly

1. A kor alapfogalmai

Definiciék és alapvets elemek

A sikban egy adott ponttél egyenls, meghatarozott tavolsagra elhelyezkedd pontok Gsszességét
kornek nevezziik. Jeloljiik a fix kézéppontot O-val, az allandoé tavolsdgot (sugarat) pedig s-
sel. A korvonal matematikai jel6lése erre utalva C'(O, R). A korvonal a teljes sik teriiletét két
tovabbi halmazra bontja: a korén beliili részre (bels6 tartomény, jelolése Int), illetve a korén
kiviili részre (kiils6 tartomany, jelolése FExt).

Két kor egybevagonak (kongruensnek) tekinthets, amennyiben a sugaraik hossza pontosan meg-
egyezik. Koncentrikus korokrél beszéliink akkor, ha a korok kézéppontja kozos, csupan a suga-

raik mértéke eltérd.
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Szakaszok és ivek a korben

Azt az egyenes szakaszt, amely a korvonal két tetszdleges pontjat koti 6ssze, hurnak nevezziik.
Ha egy hur pontosan athalad a kor O koézéppontjan, akkor annak specidlis neve van: ez az
atmérd. Az atmérs hossza mindig a sugar kétszeresét teszi ki (d = 2 -r). Az atmérs két
legszéls6 végpontjat egymassal d&tmérdsen ellentétes pontoknak hivjuk.



A korvonal barmely két pontja kozotti folytonos szakaszt korivnek hivjuk. Két pont altaldban
egy rovidebb és egy hosszabb ivre osztja a kor keriiletét. A hosszabbik koriv (vagy ha a jelolés
nem egyértelmi) azonositasara gyakran egy harmadik koztes pontot is bevonunk, hogy az irdny

jol meghatarozhaté legyen.
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A kozépponti szog és az ivmérték

Azt a szoget, amelynek a csicspontja pontosan a kor kozéppontjaban talalhatod, kozépponti
szognek hivjuk. A szog szarait a kor kozéppontjabol kiindulo sugarak (félegyenesek) alkotjak.
Ezek a szogszarak egy meghatarozott korivet zarnak kozre a korvonalon. A korivek nagysagat
a kozépponti szogekhez logikusan illeszkedve, szintén fokokban fejezziik ki.

e Abban az esetben, ha a kozépponti szog mértéke legfeljebb 180°, a kdzbezart koriv fok-
meértéke pontosan megegyezik a szog mértékével (példaul a®).

e Ha a szog nagyobb, mint 180°, a kimaradé nagyobbik koriv mértékét gy kapjuk meg, ha
a teljes kor mértékébsl kivonjuk a kisebbik szog értékét (360° — a°).

e Egy pontos félkoriv hossza fokban mérve 180°.
o A teljes, bezardodo korvonal mértéke 0sszesen 360°.

e Két koriv (ugyanabban a kérben, vagy egybevago korokben) akkor és csak akkor kongru-
ens egymassal, ha a fokban mért nagysaguk teljesen megegyezik.
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2. Huarokra és korivekre vonatkoz6 osszefliggések

A kor geometridjaban rendkiviil szoros és logikus kapcsolat all fenn a korivek, a hirok és a
kozépponti szogek kozott. Az alabbiakban a legfontosabb tételeket és azok logikai bizonyitasait
vessziik sorra.

Ivek és hiurok kongruenciaja

T1 Tétel: Kongruens ivek és hirok kapcsolata

Egyazon korben (vagy teljesen egybevagd korokben) az egyenld mértékd (kongruens)
korivek végpontjait 6sszekots hiirok is egyenld hosszisaguak.

A tétel igazolasa:
Képzeljiink el egy O kozépponta kort, amelyen kijeloliink két egyenlé mértékd korivet: a PQ)
ivet és az RS ivet (PQ iv= RS iv).
o Mivel a két koriv egyenls, a hozzajuk tartozé kozépponti szogek mértéke is kotelezGen
megegyezik, azaz POQ = ROS.

e Vizsgaljuk meg a létrejott PQOA és az ROS, haromszogeket! Két-két oldaluk pontosan
megegyezik a kor sugaraval (OP = OQ = OR = O5).

e Az imént belattuk, hogy a sugarak &altal kozbezart szogek (a kozépponti szogek) szintén
kongruensek.

o A szog-oldal-szog (sz.0.sz.) egybevagosagi alapeset alapjan ez a két haromszog teljesen
egybevago (POQa = ROSA). Ebbdl kifolyolag a harmadik oldalaik hossza is azonos kell,
hogy legyen: PQ) = RS.

Megforditas: Ez a geometriai tétel forditva is tokéletesen érvényes: egy korben a kongruens
hurok altal lemetszett megfelel korivek is kongruensek egymaéssal.

Az atméré és a hiur kapcsolata

T, Tétel: A merdleges atmérd

Barmely korben, ha egy atméré merdéleges egy adott hirra, akkor az az atmérd pontosan
felezi magét a hurt, és felezi a hirhoz tartozo koriveket is.

A tétel igazolasa:

Legyen adott egy tetszSleges XY hur, és egy ra merélegesen athalado UV atmérd. Ezek a
szakaszok metsszék egymast az M pontban (UV L XY).
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e Vizsgaljuk meg a létrejové OXYa-et! Mivel a OX és a OY oldalak a kor sugarai, ez a
haromszog egyenls szara.

e Ebben az egyenld szart haromszéghen a OM szakasz egy magassdgvonalat képez.

e Az egyenld szaru haromszogek ismert alaptulajdonsaga, hogy az alaphoz tartoz6 magas-
sagvonal egyben sulyvonal és szogfelez§ is.

e Mivel sulyvonal, elfelezi a haromszog alapjat, vagyis XM = MY'.

e Mivel szogfelezd is, a XOM ésa YOM szogek megegyeznek, ami maga utan vonja, hogy
a hozzajuk tartozo kisebbik korivek is egyenlék (XU iv=YU iv).

e Ha a teljes 180°-os félkorivbsl kivonjuk ezeket az egyenls részeket (180° — XU iv =
180° — YU iv), akkor az is egyértelmiivé valik, hogy a maradék nagyobbik korivek is
azonosak (XV iv=YV iv).

X

A hturok tavolsaga a kozépponttol

T3 Tétel: Kozépponti tavolsag

Egy korben a kongruens (egyenld hosszi) hurok hajszalpontosan ugyanolyan tavolsagra
helyezkednek el a kor kozéppontjatol.

A tétel igazolasa:

Vegytink fel a korben két egyenls hosszisagu hart (LM = NP). Huzzunk ezekre a hurokra
merdleges szakaszokat a O kozéppontbol, amelyek az [ és a J pontokban metszik a hurokat
(O L LM és OJ L NP).

o Kossiik 0ssze a kozéppontot a hirok végpontjaival, 1étrehozva igy a OLMa és a ON Pp
haromszogeket.

e Az oldal-oldal-oldal (0.0.0.) tétel értelmében ez a két haromszog egybevagd (OLMa =
ON Pp). Ennek oka, hogy mindharom oldaluk megegyezik: két-két oldaluk a kor sugara,
a harmadik oldalaik pedig az eleve egyenld hurok.

e Mivel a két haromszog egybevagd, a benniik 1év6 megfelel§ magassagok hossza is kotele-
z6en egyenld. Tehat a OI szakasz egyenls a OJ szakasszal (OI = OJ).

Megforditas: A tétel megforditasa is igaz: azok a hurok, amelyek a kor kézéppontjatol azonos
tavolsagra huzodnak, egyenld hosszisaguak.



Parhuzamos hiurok korivei

T, Tétel: Parhuzamos hurok kozti ivek

Egy koron beliil, két parhuzamos hir éaltal kézbezart korivek minden esetben egyenld
mértékiiek (kongruensek).

A tétel igazolasa:
Legyen a korben két parhuzamos hirunk, jeloljik ket EF-fel és GH-val (EF || GH).

e Szerkessziik meg az E'F hur szakaszfelez6 merdlegesét! Ez a vonal dthalad a kbzépponton,
tehat ez egy W Z atmérd lesz.

e Mivel a két hur parhuzamos (EF || GH), ez az atmér§ automatikusan a GH hurra is
merdleges lesz, és felezni fogja azt.

e A merdleges atmérdrol szolo Ty tételiink értelmében ez a W Z atmérd megfelezi a hiirokhoz
tartozo koriveket is. Ebbdl adodik, hogy az EW iv egyenls az FW ivvel, tovabbd a GW
iv egyenlé a HW ivvel.

e Ha a megfelels korivek nagységat kivonjuk egymasbol (EW iv — GW iv = FW iv —
HW iv), akkor megkapjuk, hogy a két parhuzamos hur kozé es§ EG iv és az FH iv
pontosan megegyezik egymaéssal (EG iv= FH iv).
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3. Keriileti szogek

Definicié: A keriileti szog

Azt a szoget, amelynek csticspontja hajszalpontosan a korvonalon helyezkedik el, a szarait
pedig a kor két huarja alkotja, a geometria keriileti sz6gnek nevezi.

Tétel: A keriileti szog mértéke

Barmely keriileti szog fokban mért nagysiga pontosan megegyezik a szog széarai altal
kozbezart (kimetszett) koriv szogmértékének a felével. Matematikai felirasban, ha a szog
cstcsa Y, a szarai pedig az X és Z pontokban metszik a kort, akkor:

= XZ
XYZ = —

yzes

Z

A tétel bizonyitasa

A tétel logikai levezetése soran harom kiilonboz6 esetet kell megvizsgalnunk aszerint, hogy a
kor K kozéppontja hol helyezkedik el a vizsgalt szoghoz képest.
I. eset: A kor kozéppontja a szog egyik szarara esik

Tekintsiik az els6 abrat, ahol a Y Z szar egyben a kor atmérdje is. Kossiik 6ssze a K kozéppontot
az X csuccesal!l Az igy keletkezd KXY egyenls szaru haromszog lesz, hiszen a KY és a KX
oldalak a kor sugarai (KY = KX = s). Egy egyenl§ szaru haromszogben az alapon fekvd

szogek megegyeznek, tehat KYX = KXY. A kiilsGszog-tétel értelmében a haromszog K

—

csucsnal 1éves kiilss szoge (azaz az X KZ kozépponti szog) egyenls a két nem mellette fekvd

belss szog osszegevel: XKZ = KYX + KXY = 2- KYX. Mivel a kozépponti szog (XK Z)
mértéke definicié szerint megegyez1k a hozza tartoz6 X7 iv mertekevel ezt behelyettesutve

kapjuk, hogy X7 =2 XYZ Y Z, amibdl atrendezéssel adodik a tétel: XYZ =

II. eset: A kor kozéppontja a szog bels6 tartomanyaba esik
Huzzunk a szdg Y csicsdbol egy atmérdt, amely az ellenkezé oldalon a W pontban metszi
a kort! Ez az atmér6 az eredeti szoget két olyan részszégr/ei)ntja amelyekre kiilon-kilon
alkalmazhatd az 1. eset. Az L. eset alapjan felirhatd, hogy XYW = 2% és ZYW = Z;/V . Ha
ezt a két egyenletet Gsszeadjuk, a két részszog Osszege kiadja a teljes eredetl szoget, a két résziv
Osszege pedig a teljes fvet:

XvZ - m+m_X2W+ZQW Xf

III. eset: A kor kozéppontja a szog kiilsd tartomanyaban van
Hasonléan az el6z6hoz, huzzunk az Y csiicsbol egy atmérst a W pontig! Ebben a feldllasban a
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keresett szoget két szog kiilonbségeként tudjuk felirni. Az I. eset értelmében XYW = 3W 45 5
kisebbik szogre ZYW = % A kett6 kiilonbségét véve megkapjuk a keresett kertileti szoget.

7w g WA X2

Gyakorlati alkalmazasok

1. Alkalmazas: Korbe irt haromszog

Egy haromszoget akkor neveziink kérbe irtnak, ha annak mindhédrom cstcsa pontosan illeszke-
dik a korvonalra. Tegyiik fel, hogy egy PQr haromszog kérbe van irva. Ismerjiik két korivének
a mértékét: PQ = 102° és Pr = 146°. Szamitsuk ki a haromszog belss szogeit!

e A () csiicsnal 1évs f@’ keriileti sz0g a vele szemben 1év6 Pr ivre tamaszkodik, igy ﬁ@“ =
146° _ 73°
5 )

e Az r cstucsnal 1évs ﬁr’b keriileti sz6g a PQ ivre tamaszkodik, igy Jgrb = % = 51°.

e A hianyzo6 Qr ivet ugy kapjuk meg, hogy a 360°-os teljesszogbdl kivonjuk az ismert fveket:
Qr = 360° — (102° + 146°) = 112°.

e Ebbdl adoddan a P cstcsnal 1évE szog: Q/ﬁ’ = LZQO = 56°.

2. Alkalmazas: Félkorbe irt sz6g (Thalész-tétel)

Vizsgaljuk meg, mekkora az a keriileti szog, amelynek szarai a kor atmérdjének végpontjaira
tamaszkodnak! Ha a korbe irt haromszog egyik oldala egybeesik az atmérdével, akkor az atmérs
altal meghatarozott koriv pontosan 180°-os (félkor). A keriileti szogek tételét alkalmazva az
atmeérével szemkozti szog: 180 = 90°. Ez azt jelenti, hogy a félkorbe irt haromszég mindig
derékszogt.

3. Alkalmazas: Latoszogek a sportpalyan

Képzeljiink el egy kézilabdapalyat, ahol a kapu vonalat egy XY hir modellezi a korvonalon
beliil. Harom jatékos (S7, S, és S3) all a koriven, és mindharman a kapura 16nek. Melyik
jatékosnak van a legnagyobb esélye a golszerzésre a szog nagysaga alapjan? Megoldds: Mivel
mindharom jatékos pozicidja egy-egy keriileti szoget alkot, és a lovéseik szarai mind ugyanazt
az XY ivet (a kaput) fogjak kozre, a szogiik mértéke matematikailag megegyezik: S; = Sy =
3\3. Tehat mindharom jatékos pontosan ugyanakkora szog alatt latja a kaput, igy ebbdl a
szempontbol az esélyeik teljesen egyenlGek.
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4. Egy kor érint6Sje, egy kiils6 pontbél egy korhoz huzott
érinték

A sikban egy tetszéleges a egyenes és egy C(O,r) korvonal egymashoz viszonyitott helyzetét
alapvet@en az hatarozza meg, hogy a kor O kozéppontja milyen d tavolsédgra fekszik a vizsgalt
egyenest6l. Ezen geometriai tavolsdg és a kor r sugardnak oOsszehasonlitdsa alapjan harom
alapvets esetet kiillonboztetiink meg.

Az egyenes és a kor harom kolcsonos helyzete

I. Eset: Az egyenes a koron kiviil halad el (d > r)

Abban az esetben, ha a kozéppontbdl az egyenesre bocsatott mersleges tavolsdg nagyobb, mint
a sugar (d > r), az egyenes teljesen a kor kiils6 tartomanyaban fekszik. A két geometriai
alakzatnak nincs kézos pontja, azaz metszetiik iireshalmaz:

CO,r)na=g

II. Eset: Az egyenes érinti a kort (d =r)

Ha az O pont egyenestdl mért tavolsaga hajszalpontosan megegyezik a kor sugaraval (d = r),
akkor az egyenes éppen csak ,hozzaér” a korvonalhoz. Ekkor a kornek és az egyenesnek pontosan
egyetlen kozos pontja van: az A érintési pont.

C(O,r)na={A}

Ezt az a egyenest a kor érint6jének nevezziik. Nagyon fontos geometriai tulajdonsag, hogy
az érintési pontba huzott OA sugar mindig merdleges az érintSegyenesre (OA L a).

ITI. Eset: Az egyenes metszi a kort (d < r)
Amikor a kor kozéppontjanak tavolsdga az egyenestdl kisebb, mint a kor sugéra (d < r),
az egyenes belép a kor bels§ tartoményéaba, és atvagja azt. Ekkor az egyenes pontosan két
kiilonb6z6 pontban (M és N) metszi a korvonalat:

CO,r)na={M,N}

Az ilyen egyenest a kor szelGjének nevezziik. A szel6nek a koron beliilre esG része képezi az
MN hurt.

a a a

<

I. d > r (Nincs ko6z6s pont) II. d = r (Erint6, 1 pont) III.d<r (Szels, 2 pont)

Kiils6 pontbdl huzott érinték tulajdonsagai

Ha felvesziink a kor kiilsé tartomanyaban egy tetszéleges M pontot, akkor ebbdl a pontbol pon-
tosan két kiilonb6zd érintéegyenes szerkeszthets a korhoz. Ezzel kapcesolatban fogalmazzuk
meg a kovetkez6 alapvets tételt.



Tétel: A kiils6 pontb6l hiuzott érintdszakaszok kongruenciaja

Egy kiils6 pontbdl egy adott korhoz huzott két érintGszakasz hossza hajszalpontosan
megegyezik (kongruensek egymassal).

Bizonyitando6 allitas: Ha az M pontbol huzott érinték az A és B pontokban érintik a kort,
akkor MA= MB.

A tétel logikai bizonyitasa:

Kossiik ssze a kiils6 M pontot a kor O koézéppontjaval, valamint huzzuk be az OA és OB
érintési pontokba mutato sugarakat! Igy két haromszoget kapunk: az MOAA és az MOBa
haromszogeket.

e Tudjuk, hogy az érintési pontba hiizott sugar mindig meréleges magara az érintére. Emi-
att az OA L MA és az OB L MB, vagyis mindkét létrejott haromszog derékszogt
(OAM = OBM = 90°).

o A két derékszogl haromszog atfogoja kozos, hiszen az OM szakasz mindkettének alkoto-
eleme (OM = OM).

e A haromszogek egyik befogoja a kor sugara, amik természetesen megegyeznek (OA =

OB =r).

A derékszogi haromszogekre vonatkozo specialis egybevagosagi eset (atfogo-befogo eset) értel-
mében a két haromszog teljesen egybevago:

MOAA = MOBA

Mivel a két haromszog kongruens, ebbdl egyenesen kovetkezik, hogy az atfogén és a sugaron
kiviili harmadik oldalaik is kotelezGen egybevagoak, azaz:

MA=MDB

Ezzel a tételt sikeresen igazoltuk.

@
B

Fontos geometriai kovetkezmények és észrevételek

A fenti tételt bizonyito6 MOAAr = MOBA egybevagosaghol szamos tovabbi nagyon hasznos
geometriai tulajdonsag is levezethetd:

1. Szogfelezd tulajdonsag: Mivel a két derékszogi haromszog kongruens, a megfelels
szogeik is megegyeznek (AMO = BMO és AOM = BOM). Ez azt jelenti, hogy a
lﬁ'zé\ppontot a kiils6 ponttal 6sszekété OM szakasz nem més,/mEt az érinték altal bezart
AMB szognek, valamint az érintési sugarak altal bezart AOB kozépponti szdgnek a
szogfelezGje.



2. Felez6merdleges: Az MA = MB és OA = OB kongruencidk miatt mind az M, mind
az O pont egyenl§ tavolsagra fekszik az A és B pontoktol. A sikgeometria alaptorvényei
szerint az az egyenes, melynek pontjai egyenl6 tavol vannak egy szakasz végpontjaitol,
maga a szakaszfelez6 merGleges. Tehat az MO egyenes az AB hir felezémerdélegese

(MO L AB és felezi azt).

3. Thalész-kor (Félkorbe irt derékszogek): Vegyiik észre, hogy az OAMa és OBMa
haromszogekben az A és a B cstcsoknal derékszog talalhato (OAM — OBM = 90°),
és mindkét derékszog az OM atfogora tdmaszkodik. A Thalész-tétel megforditésa értel-
mében ez azt jelenti, hogy az A és B érintési pontok rajta fekszenek azon a segédkoron,
amelynek az atmérdje pontosan az OM szakasz. Ezen tulajdonsag segitségével le-
het korzével és vonalzéval pontosan megszerkeszteni egy kiils6 pontboél a kérhoz hiazhato
érintdket!

5. Szabalyos sokszogek

Definicié: A szabalyos sokszog

Egy konvex sokszoget akkor neveziink szabalyos sokszognek, ha annak valamennyi
oldala paronként egyenls hosszt (kongruens), és valamennyi belss szoge is megegyezik
(kongruens egymaéssal).

Szerkesztés kor segitségével és belsé szogek mértéke:

Barmely szabalyos n oldalt sokszog szorosan kapcsolodik a kor geometriajahoz: a cstucsai egyet-
len k6z0s korvonalra (a koré irt korre) illeszkednek. Ha egy korvonalat n darab egyenlé mértékd
korivre osztunk fel (A1 A = AyAz = -+ = A, Ay), és az osztopontokat egyenes szakaszokkal
sorban Gsszekotjiik, egy szabalyos sokszoget kapunk.

e Mivel kongruens korivekhez a korben kongruens hirok tartoznak, a keletkezd alakzat
oldalai egyenlGek: A1 Ay = AjA3=---= A, A;.

e Ha a kor O kozéppontjat osszekotjiik a sokszog csiicsaival, pontosan n darab egybevago
egyenld szaru haromszoget kapunk. Ebbdl kovetkezik, hogy a sokszog szogei is kongruen-
sek egymaéssal.

e A belsé szogek nagysaga: A keletkezett n darab haromszog bels§ szogeinek Osszege
n - 180°. Mivel a kozéppont koriil 1évé szogek egy teljes 360°-os szoget alkotnak, ezt
ki kell vonnunk a haromszogek szogosszegébdl. Igy a sokszog bels szogeinek Osszege:
(n — 2) - 180°. Mivel mind az n darab szog egyenls, egyetlen belss szog (a,,) nagysaga:

(n —2) - 180°
n

Qy =
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Definici6: A sokszog apotémaja

A szabalyos sokszog O kozéppontjabol barmelyik oldalra bocsatott merGleges szakasz
hosszat a sokszog apotémajanak (vagy a beirt kor sugardnak) nevezziik. Jelolése alta-
laban a vagy a,,.

Ay

A4\—/A3

1. A szabalyos haromszog (Egyenld oldaltt hAromszog)

Ha a kérvonalat harom egyenld ivre osztjuk (AB = BC = C'A), akkor az 6sszekot6 huarok egy
szabélyos haromszoget alkotnak (AB = BC = C'A). Ekkor a haromszég O magassagpontja,
sulypontja, koré irt és beirt korének kozéppontja egybeesik. A koré irt kor sugara AO = r, a
haromszog oldalhossza I3, apotémaja pedig as.

A

Metrikus Osszefiiggések levezetése az r sugar fiiggvényében:

e Az apotéma (a3): Mivel a sulypont a stlyvonalat (amely egyben az AD magassag) 2 : 1
aranyban osztja a csucs javara, az OD szakasz fele az AO sugéarnak:

AO

CL3IOD= 5 g

Ebbél adoddan a teljes magassag: AD =r + 5 = 32—7"

e Az oldalhossz (l3): Az ODBa derékszogi haromszogben alkalmazzuk a Pitagorasz-
tételt:

2 2
BD2:B02—OD2:r2—<g) :7“2—%:— — pp="¥°

Mivel a D pont felezi a BC' oldalt, az oldal hossza a BD szakasz kétszerese:
ly=BC=2-BD=rV3
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o A keriilet (K3) és teriilet (73):
K3 =3 l3 = 3T\/§

_BC-AD _1V3-% 373
2 2 4

13

2. A szabalyos négyszog (Négyzet)

Ha a kort két egymasra merdleges atmérével negyedeljiik, a keletkez6 négy osztopont Ossze-
kotésével négyzetet kapunk (AB = BC = CD = DA). Az AOBa egy olyan egyenld szart
derékszogi haromszog, amelynek befogéi a kor r sugarai.

A D
r

ly 4 O

FE Qy
”

B C

Metrikus Osszefiiggések levezetése:

e Az oldalhossz (ly): Az AOBa derékszogt haromszogre felirva a Pitagorasz-tételt (vagy
a négyzet atlojanak tulajdonsagat alkalmazva):

I, = AB = VOA2 + OB2 = Vr2 + 12 = V212 = /2

e Az apotéma (a4): Mivel a négyzet kozéppontja az oldaltél pontosan az oldalhossz felére

fekszik:

AB 1, /2
_Op=22_"“_1V=
a4 =0 2 ~ 27 2

e A keriilet (K,) és teriilet (7}):
Ky=4-1;,=4rV2

T4 = (l4)2 = (7”\/5)2 = 2’1"2

3. A szabalyos hatszog

Ha a korvonalat hat egyenlS ivre osztjuk, szabélyos hatszoget kapunk. Ekkor a kor kozép-
pontja a cstcsokkal felkdtve pontosan hat darab kongruens, egyenls oldala (szabalyos)
haromszoget alkot (AOBa = BOCA = ...). Emiatt a hatszog belss szogei 120°-osak.




Metrikus Osszefiiggések levezetése:

e Az oldalhossz (lg): Mivel az AOBx egyenld oldaltt haromszog, az oldalhossza megegye-

zik a kor sugaraval:
l6 =AB=r

e Az apotéma (ag): Az apotéma az r oldala szabalyos haromszog magassaga. A Pitagorasz-

tételt az OAM derékszogi haromszogre felirva:

2 2
agzOMzzOAQ—AM2=r2—<£> S

4
e A keriilet (Kj) és tertilet (75):
Kg=06-1g=0r
Mivel a hatszog teriilete 6 darab AOB haromszog teriiletébdl all:

AB-OM _ 57 3r*V3

T — 6 Turr — 6 - .
6 =06 -Ts0o =0 5 5 5

Osszefoglalo tablazat

A konnyebb attekinthetGség érdekében az alabbi tablazatban foglaljuk Ossze a szabalyos hé-
romszOg, a négyzet és a szabalyos hatszog legfontosabb képleteit a koré irt kor r sugaranak

fiiggvényében:

Szabéalyos haromszog (n = 3)

Négyzet (n =4)

Szabalyos hatszog (n = 6)

Oldalhossz (I,,) Is = V3 Iy =7V2 le =7
Apotéma (a,) az =% ay = r\2/§ ag = r\2/§
Teriilet (7)) Ty = 323 T, = 2r? Ty = 3
Keriilet (k) Ky =3rV3 K, = 4rvV2 K = 6r

6. A kor keriilete és terilete

A geometria nyelvén a kir kifejezést kettds értelemben hasznaljuk: jelenti magat a hatarold
gorbét (a korvonalat), és jelenti a gorbe altal bezért sikidomot (a korlapot) is. Amikor a kor
keriiletérdl (K) beszéliink, akkor a korvonal pontos hosszara gondolunk, mig a kor tertilete
(T') a korlap altal lefedett sikrész nagysagat fejezi ki.

A 7 (pi) szam és a kor keriilete

Mar az o6kori matematikusok felfedezték azt az alapvetd természeti torvényszertiséget, hogy
barmely kor keriiletének és atmeérdjének (2r) az ardnya egy allando, invarians szam. Barmekkora
kort is vizsgalunk, ez a hanyados mindig pontosan ugyanannyi:

r
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K
o = allando




Ezt a nevezetes matematikai konstansot Leonhard Euler 1739-ben tett javaslatara a gorog
abécé m (pi) betijével jeloljiik. A 7 egy irraciondlis szam (vagyis nem irhato fel két egész szam
hényadosaként), tizedestort alakja végtelen és nem szakaszos:

T~ 3,14159265 - - - ~ 3,14

Megjegyzés: A geometriai szamitasok és feladatmegoldasok sorén altalaban nem szamolunk a 7
kozelitd tizedes értékével, hanem pontos magaban hagyjuk a képletben. Példaul egy r = 5 cm
sugard kor keriilete pontosan K = 27 -5 = 107 cm.

Tétel: A kor keriilete és teriilete

Egy r sugara kor keriiletét (K) és teriiletét (T') az alabbi alapképletekkel szamitjuk ki:

K =2nmr vagy atmérével: K =d- =

A kor teriiletének kozelitése szabalyos sokszogekkel

Mig a keriilet képlete a 7 definiciojabol kozvetleniil adodik, a teriilet T' = mr? képletét a je-
lenlegi altalanos iskolai matematikai eszkoztarunkkal (hatartekintés és integralszamitéas nélkiil)
nem tudjuk szigorian bizonyitani. Azonban egy rendkiviil szemléletes geometriai eljarassal
megkozelithetjik az igazi értéket.

Képzeljiik el, hogy a vizsgalt korbe befrunk egy szabalyos sokszoget, és egyuttal rajzolunk
koré is egy masik szabalyos sokszoget (példaul szabalyos hatszogeket, n = 6).

e A korbe irt sokszog tertilete (Then¢) mindig kisebb, mint a kor teriilete, hiszen a sokszog
teljesen a koron beliil fekszik: Thent < Tier-

e A koré irt sokszog teriilete (Tise ) mindig nagyobb, mint a kor teriilete, hiszen a kor
teljesen magaban foglalja: Tis: < Tisre irt-

e Ha a sokszogek oldalszamat (n) folyamatosan noveljik (pl. 6, 12, 24, 48... oldalt sokszo-
gekre), a két sokszog teriilete egyre jobban rasimul a korre, vagyis a teriiletiik kongruen-
cidhoz kozelit (Thens ~ Tior ~ Tkore nt). Minél nagyobb az oldalszam, annal pontosabban
kozelitjiik meg a 7r? értéket.
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Koré irt T

A koriv hossza és a korcikk teriilete

A gyakorlati feladatok soran gyakran nem a teljes korrel, hanem csak annak egy meghatarozott
n°-os kozépponti szoghoz tartozo részével kell dolgoznunk.

Definicié: A korcikk

A korlap belsé tartomanyénak azt a részét, amelyet a kor két sugara (OA és OB) és az
altaluk kozbezart koriv hatarol, korcikknek nevezziik.

A koriv hosszanak (L) levezetése egyenes aranyossaggal:

Tudjuk, hogy a teljes, 360°-o0s teljesszoghoz tartozd koriv hossza maga a teljes keriilet, azaz
27r. Mivel a koriv hossza egyenesen arédnyos a kozépponti szog mértékével, felirhatjuk az 1
fokra esd ivhosszat:

e A 360°-0s kozépponti szoghtz tartozd ivhossz: 27r

° o, . . . L. . 2ﬂ _ 7
o Az 1°-0s kozépponti sz0ghoz tartozo fvhossz: 355 = 155

e Ebbdl kiovetkezik, hogy egy tetszdleges n°-os kozépponti szoghoz tartozo koriv hossza (L)
ennek az n-szerese:

o

. m™rn
~180°

A korcikk teriiletének (Tisrcikk) levezetése:

A koriv hosszahoz teljesen hasonl6 logikaval a korcikk teriilete is egyenesen aranyos a nyitdszog
mértékével. Induljunk ki a teljes korlap teriiletébdl (mr?):

e A 360°-0s szogbe esé teljes korlap teriilete: 772

e Az 1°-0s szogbe es6 kis korcikk tertilete: %{2}

o Igy egy tetszbleges n°-os kizépponti szoghdz tartozod korcikk teriilete:
wrine
360°

Toreikk =
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