A haromszogek hasonlésaga

7. osztaly

1. Aranyos szakaszok

Két geometriai szakasz aranyat megkapjuk, ha a hosszaikat (azonos mértékegységhen mérve)
elosztjuk egymassal. Az ardny egy viszonyszam, amely megmutatja, hogy az egyik szakasz
hényszorosa a masiknak.
Példa: Legyen adott két szakasz: EF = 8 cm és GH = 12 cm. A két szakasz hosszanak
aranya:
EF 8 2

GH 12 3
Gyakorl6 feladat

Egy téglalap hosszabbik oldala x = 15 cm, révidebbik oldala y = 10 cm. Hatarozzuk meg a
kovetkezd aranyokat:

a) a hosszabbik és a rovidebbik oldal aranyéat;
b) a roévidebbik és a hosszabbik oldal aranyat;
c) a hosszabbik oldal és a téglalap kertiletének aranyéat!

Megoldas:

z_15_3
a)y_10_2

y 10 _ 2
b)a:_15 3

c) A keriilet kiszamitasa: K = 2-(15+ 10) = 50 cm. Az arany:

r 15 3

K 50 10

Aranyos szakaszok

Két haromszog oldalait aranyosnak neveziik, ha a megfelel§ oldalhosszaik hanyadosa allandé
értéket ad. Ezt az allandot aranyossagi tényezének nevezziik és k-val jeloljiik.

Példa: Vizsgéljuk meg az dbran lathato ABC, és DEF, oldalainak ardnyat! Adatok:
AB =8 cm, BC =16 cm, AC = 12 cm, illetve DE =2 cm, EF =4 cm, DF = 3 cm.
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Irjuk fel a megfelels oldalak hanyadosat:
AB 8, BC 16, AC 12 AB_BC _AC _
DE 2 " EF 4 " DF 3 DE EF DF
Mivel az arany minden oldalcsar esetén megegyezik, a ABCx és DEFa oldalai aranyosak
egymassal. Az aranyossagi tényez6: k = 4. Jeloles: ([AB],[BC],[AC]) ~ ([DE],[EF],[DF)).
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Szakasz felosztasa adott aranyban

Egy adott szakaszt a tartdéegyenesén két pont is feloszthat ugyanabban a megadott aranyban:
egy pont a szakaszon beliil, egy pedig a szakaszon kiviil helyezkedik el. Vizsgaljuk meg egy PQ)
szakasz 2 : 3 aranyu felosztasat!

®
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I. eset: Bels6 osztopont (I € [PQ)])
I Q

I1. eset: Kiils6 osztopont (E ¢ [PQ)])

e R L RS ; ; ; ; +
E P Q

e Belsé osztopont (I € [PQ]): Az I pont a P és Q pontok kozott fekszik. Ekkor felirhato:
% = % A két részek Osszege adja a teljes szakaszt (IP + IQ = PQ).
e Kiils6é osztéopont (E ¢ [PQ|): Az E pont a szakaszon kiviil fekszik, az egyenesen.
Ekkor: g—g = % Itt a két tavolsag kiilonbsége adja a teljes szakaszt (EQ — EP = PQ).
Gyakorl6 feladat

Adott egy PQ = 50 cm hosszusagu szakasz. Hatarozzuk meg azokat a pontokat a szakasz
egyenesén, amelyek 2 : 3 aranyban osztjak fel a szakaszt! Szamitsuk ki a keletkezd tavolsagokat
mindkét esetben!
I. eset: BelsS pont (I € [PQ]) Mivel az arany 2 : 3, vezessiik be az egységnyi 2 aranyrészt!

Ekkor IP = 2x és I(Q) = 3.

IP 2

E:g = [P+ 1Q =PQ = 2x+3x=2>50

5 =50 = x =10 cm
A keresett szakaszok hossza tehat:
IP=2-10=20cm, [Q =3-10=30 cm.

Ellenérzés: 20 + 30 = 50 cm, ¢és 22 = 2.

IT. eset: Kiilsé pont (E ¢ [PQ]) A pont a szakaszon kiviil, a kozelebbi végpont (P)
iranyédban helyezkedik el. A tavolsagok most is EP = 2z és FEQ = 3z, de a teljes szakaszt a
kiilonbségiik adja:

EP 2
03 — FEQ - EP=PQ — 3z —2x =50
z = 50 cm
A kiils6 pont tavolsagai a végpontoktol:
EP =2-50=100 cm, FEQ@ =3-50=150 cm.

o _ fe 100 2
Ellen6rzés: 150 — 100 = 50 cm, és =5 = 3.



2. Az egyenl6 kozii parhuzamosok tétele

Az egyenlé kozili parhuzamosok tétele

Ha a p1,p2,...,pn (n € Nyn > 3) parhuzamos egyenesek rendszere egy adott s; szelén
egymassal egyenld (kongruens) szakaszokat metsz ki, akkor ez a parhuzamos egyenesnya-
lab barmely mas sy szel6n is egymaéssal egyenld szakaszokat fog létrehozni.

A tétel bizonyitasa
Tegyiik fel, hogy az s; szel6n keletkezett szakaszok egyenldk, azaz:

PP=PRPy=---=PF,.1F,
Célunk igazolni, hogy az s szel6n keletkezd szakaszok is egyenls hosszak:
QlQQ = Q2Q3 == Qn—lQn

1 S2

N o/ \a
P2 +5 /\R2 \ @
D3 % /\RS \ @

Pn—1 ‘Dn_l

B \

Hazzunk a P, P,, ..., P,_1 pontokon keresztiil segédegyeneseket, amelyek parhuzamosak
az S9 szel6vell Ezek a segédvonalak a kovetkezd parhuzamos egyenesekbdl az Rs, Rs, ..., R,
pontokat metszik ki.

1. Vizsgaljuk meg a keletkezs haromszogeket: a Py PoRon és PoP3R3a egybevagok (Sz-O-Sz
alapeset), mivel:

e az atfogo oldalak egyenlSk a feltétel szerint: PPy, = P, Ps,

e a megfelel§ szogeik egyenlSk (egyallasu szogek a parhuzamosok miatt): Py PyRy =
P2P3R3 és P2P1R2 = P3P2R3.

Az egybevagosaghol kovetkezik, hogy a megfelels oldalak is egyenlsk: PRy = PyR3. (1)

2. A PIRyQ2Q) és PyR3Q3Q)5 négyszogek paralellogrammak, mivel szemkozti oldalaik szer-
kesztésiikbdl adodoan parhuzamosak. A paralellogramma szemkozti oldalai egyenldk, igy:

PRy =@Q1Q2 és PR3 = (Q0Qs. (2)



3. Az (1) és (2) megallapitasokat Gsszevetve megkapjuk a kivant egyenlGséget:
Q102 = Q2Q3 == Qn1Qy.

Megjegyzés: Amennyiben az sy szel merdleges a p,, parhuzamosokra, akkor az egyenesek
kozotti legrovidebb tavolsagok egyenldk, tehat valoban egyenld kézid parhuzamosokrol beszé-
liink.

Gyakorlo feladat (Szakasz egyenls részekre osztasa)

Feladat: Osszunk fel egy adott EFF' = 7 cm hosszisagnu szakaszt 5 egyenls részre kizarolag
korzé és vonalzo segitségével!
A szerkesztés menete (Tétel alkalmazasa):

1. Vegytink fel az E végpontbdl kiindulva egy tetszéleges szogben hajlé Ex félegyenest!

2. A korzot egy tetszdleges, kényelmes egységre nyitjuk, és az £ ponttol indulva 5 alkalommal
egymas utan felmérjiik ezt a tavolsagot az Ex félegyenesre. Igy megkapjuk a 71, Z5, Z3, Z,4
és 75 osztopontokat.

3. Az utols6, Zs pontot kotossiik Ossze a szakasz masik végpontjaval, a F' ponttal!

4. Tolévonalzo segitségével huzzunk a Z5 F' egyenessel parhuzamosokat a tobbi Z; osztopont-
bol! Az egyenld kozi parhuzamosok tétele alapjan ezek a parhuzamosok az eredeti EF
szakaszt halalpontosan 5 egyenld részre fogjak osztani (Dy, Dy, D3, Dy pontok).

3. Thalész tétele

Thalész tétele

Ha egy haromszog egyik oldalaval parhuzamos egyenest huzunk, akkor az a masik két
oldalt (vagy azok meghosszabbitésait) aranyos szakaszokra osztja.

A tétel bizonyitasa és aranyparai

Vizsgaljuk meg a K LM-et, amelyben az XY szakasz parhuzamos az alapoldallal (XY || LM).

[gazolnunk kell, hogy:
KX KY

XL YM



/X Y\
L M
Bizonyitas menete (racionalis arany esetében): Tegyiik fel, hogy az arény % = %
Osszuk fel a KL oldalt 3 + 2 = 5 egyenld részegységre! Ekkor az X pont pont a harmadik
osztopont lesz feliilr6l szamitva. Ha mind az 5 osztopontbol parhuzamosokat huzunk az LM
alappal, akkor az egyenld kézi pdarhuzamosok tétele alapjén ezek a linearis szel6k a tiloldali
KM oldalt is pontosan 5 egyenl§ egységre fogjak felosztani. Ebb6l kozvetlentil adodik, hogy
ott is 3 egység esik a felsG részre és 2 az alsora, vagyis:
KY 3 KX KY
—_— - = — = —,
YM 2 XL YM
Szarmaztatott aranyparok: A belsé aranyok tulajdonsagait felhasznalva a tételt tobbféle
ekvivalens formaban is felirhatjuk (ahol KL || XY):
)KX_KY )KX_KY )XL_YM
XL YM KL KM KL KM

Az alabbi harom vizudlis emlékeztetd dbra segit a kiilonbozd felirasok logikdjanak megjegyzé-
sében:

K K K

L M L M L M

Altalanositasok

Thalész tétele abban az esetben is valtozatlanul igaz, ha a szel6pontok nem magukra a harom-
sz0g oldalaira, hanem azok egyenesek menti meghosszabbitésaira esnek.

. 5 . KX _ KY
o L. eset: A szel6 az alap alatt halad (L € (KX)). Ekkor: %5 = 257
o II. eset (CsticsszOgek esete): A szeld a felss csucs felé fekszik (K € (LX)). Ekkor is:
KX _ KY

KL KM*

1. abra (%{lap alatt) I1. abra (Cstics mogott)

X Y




Thalész tételének forditott tétele
Forditott tétel

Ha egy egyenes a haromszog két oldalat (vagy azok félegyenes menti meghosszabbitasat)
aranyos szakaszokra osztja fel, akkor ez az egyenes feltétleniil parhuzamos a haromszog
harmadik oldalaval.

2 . KX _ KY
Feltétel (F ‘KL T KM

Ko6vetkezmény (K): XY || LM

Bizonyitas (reductio ad absurdum - indirekt mo-
don):

Tegyiik fel indirekt moédon, hogy XY nem parhuzamos
LM-mel (XY { LM). Ekkor a K cstcsbol indulva biz-
tosan létezik egy olyan Y’ pont a KM oldalon, amelyre

mér teljesiil a parhuzamosag: XY’ || LM.
) . . .. KX _ KY'

Az alaptétel miatt ekkor felirhato: 27 = 757

Azonban a kiindulasi feltételezésiinkbsl tudjuk, hogy

KX KY / . s

%r = 7 A két egyenlet bal oldaldnak egyenlGségé-

bol kovetkezik a jobb oldalak egyenlGsége:

KY' KY
_ o KY' = KY V' =Y.
KM KM -

Mivel a két pont egybeesik, ellentmondéasra jutottunk: az
eredeti XY egyenesnek méar eleve parhuzamosnak kellett
lennie!

Gyakorlati alkalmazasok és feladatok

1. Haromszog oldalhosszainak szamitasa:
Az &bran lathato KLMa-ben XY || LM. Adatok: KX = 8cm, KL = 12 cm és
KM = 20 cm. Hatérozzuk meg a KY és az Y M szakaszok hosszat!
Megoldas: Thalész tétele alapjan felirjuk a fels6 rész és a
teljes oldal aranyéat:

KX KY 8 KY K
—_— e — :> —_— —
KL KM 12 20 a %
8.20 160 40 12
Ky =22 -2 _ 2" 1£13.33 cm.
12 12 3 o9 cln
A maradék szakasz kiszamitasa kivonassal: I
YM:KM—KY:QO—%O:?mﬁ,m cm.

2. Trapéz atloéinak metszéspontja:
Egy PQRS trapézban az alapok parhuzamosak (PQ || RS), az atlok metszéspontjat

jelolje O. Adott: PO = 24 cm, OR = 8 cm és QO = 30 cm. Milyen hosszi az OS
szakasz?



Megoldas: Vizsgaljuk az OPQa és ORSa kapcesolatat! Mi-
vel RS || PQ, a szel6tétel (csucsszog mogotti I1. eset) kozvet-

lenil alkalmazhato:
PO QO 24 30 30 R
OR OS 8 0S oS
30 P @
0S = 3 =10 cm.

3. Trapéz szaranak aranyos osztasa:
Az ABCD trapézban AB || CD, és behtizzuk az EF || AB szakaszat (E € AD, F € BC).
Igazoljuk, hogy 2£ = CE|

EA ~ FB°
Bizonyitas: Huzzuk be a trapéz AC atlojat, amely az EF
szakaszt egy P pontban metszi!

e Az ACDp-ben EP || CD, igy Thalész tétele szerint: D C
DE _ CP
EA — PA"
E F
e Az CABa-ben PF || AB, igy ugyancsak teljesiil: ££ = P
cp
PA: A B
Mivel mindkét aranypéar megegyezik a % belsd atlo-ardnnyal,
a két szar arénya is egyenld: % = g—g.

4. Parhuzamossag ellendrzése a forditott tétellel:
A XYZp-ben U € (XY) és V € (XZ) pontokat ugy vettiik fel, hogy XU = 5 cm,
UY =10 cm, XV =3 cm és VZ = 6 cm. [gazoljuk, hogy az UV egyenes parhuzamos az
alapoldallal (UV || Y Z)!

Bizonyitas: Irjuk fel a megfelels oldaldarabok aranyait mind-
két széron:

XU 5

Uy 10

1
2’ Z 6 2

Mivel a két arany megegyezik (337 = &), Thalész tételénck

forditott tétele alapjan kimondhaté a parhuzamossag: UV ||
YZ.

4. Adott szakasz aranyos felosztasa

Az egyenld kozii parhuzamosok tételének, illetve Thalész tételének segitségével nemcsak egyen-
16 részekre tudunk bontani egy adott geometriai szakaszt, hanem barmilyen megadott arany
szerint is. A szerkesztés elve mindkét esetben azonos: egy segéd-félegyenesre felmérjiik a kivant
aranyokat, majd parhuzamos szelGk vetitésével atvisziik azokat az eredeti szakaszra.



1. eset: Felosztas adott szamokkal aranyos részekre

Szakasz felosztasa szamadott aranyban

Egy adott szakaszt tgy osztunk fel megadott ny,ns, ..., ng szamokkal ardnyos részekre,
hogy a végpontbol induld segéd-félegyenesre egységnyi 1épésekben felmérjiik a szamok
Osszegét (ny + ne + - -+ + ng), majd az igy kapott végpontot dsszekotve a szakasz méasik
végpontjaval, ezzel a vetitGvonallal parhuzamosakat hiizunk a rész-osszegek pontjaibol.

Mintafeladat: Osszuk fel a PQ) = 9 cm hosszisagu szakaszt a 3,2 és 4 szamokkal aranyos

részekre!
Elvart aran PR _ RS _5Q
V. P — ==
A s
A szerkesztés lépései:
1. Hazzunk a P végpontbol egy tetszéleges szogben hajlo Py segéd-félegyenest!

2. Adjuk 6ssze az aranyszamokat: 3+2+4 = 9. Nyissuk a korzst egy tetszdleges (kényelmes)
egységre, és mérjiik fel ezt egyméas utan 9-szer a Py félegyenesre (71, Zs, . . ., Zg pontok).

3. A minket érdekls osztopontok az ardnyok halmozott dsszegeinél lesznek:
o az elsG rész vége: 3 egység —
e a masodik rész vége: 3+ 2 =5 egység —

o a teljes hossz vége: 3+ 2+ 4 =9 egység —

4. Kotossiik 6ssze az utolsé Zg pontot a szakasz () végpontjaval!

5. Tolovonalzo segitségével hizzunk parhuzamosakat a Zg(Q) egyenessel a Z3 és Z5 pontokbol!
Az egyenesek a P() szakaszbol kimetszik a keresett R és S pontokat, igy a keletkezd
hasonlosagi PZgQ) A alapjan felirthato a pontos aranyosség.

3 rész R 2rész S 4 rész

\%f




2. eset: Felosztas megadott geometriai szakaszokkal aranyosan

Ha nem elméleti aranyszamok, hanem konkrét, megrajzolt szakaszhosszak (z,y és z) vannak
megadva, az eljaras teljesen anal6g modon torténik: szamlélas helyett korzével mésoljuk &t a
szakaszokat a segéd-félegyenesre.

Mintafeladat: Adott egy K L szakasz, valamint harom segédszakasz: z,y és z. Osszuk fel
a KL szakaszt az [ és J pontokkal tigy, hogy teljesiiljon az alabbi aranyossag:

KI 1J JL
r oy oz

Adott szakaszok:

A szerkesztés menete:
1. Vegytink fel a K pontbol egy tetszéleges Kw félegyenest!

2. A korzé segitségével egymas utan, hézagmentesen mérjiik fel a Kw félegyenesre az x,y és
z szakaszokat! Igy kapjuk meg sorrendben az U,V és W pontokat (KU =z, UV =y és
VW = 2).

3. Kotossiik 6ssze a legutolsd6 W pontot a szakasz L végpontjaval!

4. Tolovonalzoval hizzunk a W L egyenessel parhuzamosokat az U és V pontokon keresztiil!
Ezek az egyenesek kimetszik a K L szakaszbol az I és J pontokat.

5. A parhuzamos szel6k tétele (Thalész tétele) alapjan az egyenesek ardnytartéan vetitenek,
ezért a keletkezs szakaszok hossza pontosan aranyos lesz a felmért x,y és z darabokkal.

5. Hasonl6 haromszogek fogalmazasa és tulajdonsagai

Hasonlé haromszogek

Két haromszoget hasonlonak neveziink, ha a megfelels szogeik paronként egyenlsk (kong-

ruensek), és a megfelel§ oldalaik aranya minden oldalpar esetén megegyezik. A hasonlésag

matematikai jele: ,,~.

Az abran lathato két haromszog hasonlo egymashoz (PQRa ~ STUx), mivel teljesiilnek a
geometriai feltételek:
PQ QR PR
ST TU SU




P Q S T

A betiirend fontossaga a hasonlésag felirasaban

A hasonlosag felirasakor a csiicsok betiisorrendje szigoruan kétott: mindig a megegyezd
szogek csucsai keriilnek azonos pozicioba! A megfelel6 oldalak pedig a kongruens szogekkel
szemben fekvd oldalak lesznek.

Ha azt irjuk fel, hogy XY Zx ~ MNOx, az a bettisorrend alapjan automatikusan az alabbi
szigori megfeleléseket jelenti:

e Szogek egyenlGsége: Az 1. betd az 1. bettithoz, a 2. a 2.-hoz, a 3. a 3.-hoz tartozik:

~ A A ~

X=M , Y =N, Z =0.
e Oldalak aranya: Az els6 haromszog oldalai mindig a tortek szamlélojaba, a mésodik

haromszog oldalai a nevezébe keriilnek:

XY YZ XZ
MN NO MO

Hasonlésagi arany

Két hasonl6 haromszog megfelels oldalainak hanyadosat a hasonlosag aranyanak neveziik,
és k-val jeloljik. Ha XY Zx ~ X'Y'Z), , akkor:

k.

XY YZ XZ

XY Yz Xz
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Gyakorlo feladat (Hasonldsagi arany és oldalhosszak szamitasa)

Feladat: Tudjuk, hogy az XY Z, hasonlo az X'Y'Z)\-hez (XY Zn ~ X'Y'Z)). Az els6
haromszog oldalai: XY = 12cm, YZ = 16 cm és XZ = 20 cm. A mésodik haromszog
leghosszabb oldala X'Z’ = 50 cm.

a) Hatérozzuk meg a hasonlosagi arany (k) pontos értékét!

b) Szamitsuk ki a mésodik haromszog ismeretlen oldalainak (X'Y” és Y’Z’) hosszat!

Megoldas:

a) A hasonlosagi arany (k) kiszamitasa:
A megadott bettirend alapjan az X Z oldal parja az X’Z’ oldal. Irjuk fel a két ismert
megfelels oldal aranyat (figyelve, hogy az els§ haromszog adata keriiljon a szamlaloba):

XZ 20 2

=Xz 0 5 0%

k

b) Az ismeretlen oldalak meghatarozasa:
Ak = % aranyossagot felhasznalva felirjuk az aranyparokat a tobbi oldalra is:

o Az X'Y' oldal szamitasa:

XY 12 2 60
X’Y’:k — ro — 2. XY =125 — X'Y':?z?,ﬂcm.

o Az Y'Z' oldal szamitasa:

YZ 16 2 80
Y/Z/:k — Y/Z/:g — 2 Y21 =165 = Y’Z’:?=400m.

*(Ellendrzés: Az 1j oldalak ardnya is pontosan Z, hiszen 2 = 2 és 10 = 2.)*

6. A hasonlosag alaptétele

A hasonlésag alaptétele

Ha egy haromszog valamelyik oldalédval parhuzamos egyenest huzunk, az az eredeti ha-
romszog masik két oldalabol (vagy azok meghosszabbitasaibol) egy olyan 1j haromszoget
metsz ki, amely hasonlé az eredeti haromszoghoz.

Feltétel (F): XY || LM, ahol X e (KL) és Y € (KM).
Kovetkezmény (K): KXYA ~ KLMa

11



A tétel bizonyitasa

1. Szogek vizsgalata:

Mivel a feltétel szerint az XY szel§ parhuzamos az LM alap-
pal (XY || LM), az egyallasu szogek tulajdonsagai miatt a
megfelels szogek megegyeznek:

—— —

KXY =KLM ¢ KYX=KML.

A K cstcsnél 1év6 szog kozos (X/ﬁ = @) Ebbdl kovet- K
kezik, hogy a két haromszog szogei paronként kongruensek.

2. Oldalak aranyanak vizsgalata:
Thalész tétele alapjan a szarakra felirhato az aranyossag:

KX KY
KL KM

Ahhoz, hogy a harmadik oldalpar (XY és LM) aranyat is

bevonjuk, huzzunk az Y pontbdl egy segédegyenest, amely

parhuzamos a KL szarral (YZ || KL, ahol Z € LM)!

Mivel YZ || KL, Thalész tételét most a masik iranybol alkal-
mazva kapjuk:

KY LZ
KM LM’

Figyeljik meg a keletkez6 LZY X négyszoget! Mivel szemkozti oldalai szerkesztésiikbol
adodoan parhuzamosak (XY || LZ és XL | YZ), ez a négyszog egy paralelogramma. A
paralelogramma szemkozti oldalai pedig egyenld hosszak: LZ = XY

Ezt a geometriai egyenlGséget behelyettesitve az el6z6 ardnyparba megkapjuk a harmadik

oldal aranyat is:
Lz XY KX KY XY

LM~ LM KL KM LM
Mivel mind a harom oldalpar aranya megegyezik, a két hdromszog valoban hasonlo: K XYa ~
KLM,.

Megjegyzés: A hasonldsdg alaptétele kiegésziti €s teljessé teszi Thalész tételét azzal, hogy
a pdrhuzamos szeld szakasz hosszdt is bevonja az ardnyossdgba.

Gyakorlati alkalmazas és mintafeladat

Feladat: Adott a K LM, amelyben berajzoltuk az alapoldallal parhuzamos XY szel6t (XY ||
LM, ahol X € (KL) ésY € (KM)). Ismerjiik a nagy haromszog oldalainak hosszat: KL =
15 em, LM = 25 cm és KM = 35 cm. Tudjuk tovabbé, hogy a levagott kis haromszog bal
oldali szara KX = 6 cm.

Szamitsuk ki a kis K XY, hidnyzo oldalainak (KY és XY') hosszat!
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> A

15 35

SN

L 25 M

Megoldas:
Mivel XY || LM, a hasonlosag alaptétele értelmében a kis haromszog hasonlé a nagy harom-

sz20ghtz (KXY ~ KLM). Irjuk fel a megfelels oldalak hanyadosait:

KX KY XY
KL KM LM

Helyettesitsiik be az ismert szdmadatokat az Gsszefiiggésbe:
6 KY XY
15 35 25
Az aréanyossagot kiilon-kiilon megoldva megkapjuk a keresett oldalakat:

e A KY oldal hossza:
6 KY 6-35 B E

—=— = KY =— =14 cm.
15 35 15 15
e Az XY parhuzamos szelS hossza:
XY :
O A xy 8B D hem
15 25 15 15

Ellenérzés: A hasonlosagi arany k = 1% = 0,4. Az 1j oldalak aranya is pontosan ugyanennyi:
=046 2 =04
35 ’ 25 ’
7. A haromszogek hasonl6sagi alapesetei

Ahhoz, hogy két haromszogrsl megéllapitsuk a hasonlosagot, nem sziikséges az Osszes oldal és
az Osszes szOg aranyét egyesével ellendrizni. Elegendd, ha teljesiil a harom alapvets hasonlosagi

kritérium valamelyike.

I. hasonl6sagi eset

I. hasonl6sagi alapeset

Két haromszog hasonlé egymashoz, ha két-két szogiik paronként egyenls (kongruens).
Mivel a bels6 szogek Osszege mindig 180°, ebbdl automatikusan kovetkezik a harmadik

sz0g egyenlGsége is.

Feltétel (F): A KLM és STUx haromszogekben K = S és L =1T.
Kovetkezmény (K): KLMa ~ STUx
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Bizonyitas menete:

Vegytink fel a nagyobb K LM oldalain egy P € (K L) és egy
Q) € (KM) pontot tgy, hogy a lezard szakasz parhuzamos
legyen az alappal (PQ | LM), és a bal oldali szar hossza
megegyezzen a kis haromszog oldalaval (K P = ST)!

1. A hasonlosiag alaptételébsl kozvetlenil kovetkezik,
hogy a levagott kis haromszog hasonlé az eredetihez:

KPQa ~ KLM. (1)
K
2. Vizsgaljuk a szb'geket‘ Mivel PQ || LM, az egyallasu
szogek miatt K PQ KLM LM A feltetelezes szerint vi- S
szont K LM = STU, ezért KPQ = STU. P Q A
3. A KPQn és STUA haromszogek egybevagok (KPQaA = L M T U

STUa a Sz-O-Sz alapeset szerint), mert:

e az ST oldalt egyenldre szerkesztettitk (K P = ST),
e arajta fekvd két szog egyenld (_f( =S ¢s @ =
T).
4. Az egybevagosaghol adodik, hogy a két haromszog min-

denben megegyezik. Ezt Osszevetve az (1) megallapitéas-
sal megkapjuk a végs6 hasonlosagot: KLMa ~ STUA.

II. hasonlésagi eset

I1. hasonl6sagi alapeset

Két haromszog hasonld, ha egy-egy szogiik egyenl (kongruens), és az ezen szogeket
kozrezaro két oldalpar aranya megegyezik.

Feltétel (F): A KLMa és STUa haromszogekben K =5, és a szarak aranya egyenl6:

KL KM

ST SU°
Kovetkezmény (K): KLMa ~ STUx

Bizonyitas vazlata: Helyezziik fel ismét a P € (KL) és (Q € (KM) pontokat ugy, hogy

KP = ST ¢s KQ = SU teljesiiljon! Mivel a fels6 K szog megegyezik az S szdggel, az O-Sz-
O egybevagosagi tétel alapjan a KPQa tokéletes masolata (egybevagoja) az STUx-nek. A
megadott oldalaranyok miatt Thalész megforditott tételébdl kovetkezik, hogy PQ || LM, igy a
hasonlésag alaptétele igazolja, hogy KLMa ~ STUx.

II1. hasonl6sagi eset

III. hasonl6sagi alapeset

Két three-sz6g hasonldé egyméshoz, ha a megfelel§ oldalaik paronként mind a harom
oldalpar esetén megegyez6 aranyban allnak egymaéssal.

KL LM KM
ST TU  SU

Feltétel (F):
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Kovetkezmény (K): KLMa ~ STUx

Bizonyitas vazlata: Mivel az 6sszes oldalpar aranya azonos, a korabbiakhoz hasonléan
felmérve a KP = ST és PQ || LM szakaszt, a hasonlosag alaptétele alapjan keletkezd kis
K PQp harmadik oldala (PQ) pontosan megegyezik a TU oldallal (PQ = TU). Igy az O-O-O

egybevagosag miatt a kis haromszog megegyezik az STUa-nel, tehat az eredeti nagy haromszog

is hasonl6 hozza.

8. A hasonlosag kovetkezményei és alkalmazasai

1. Magassagok és teriiletek aranya

Hasonlé haromszogek magassagai és teriilete

Ha két haromszog hasonlé egymashoz, és a hasonlosagi aranyuk £, akkor:
a) a megfeleld magassagaik aranya is pontosan megegyezik a hasonlosagi arannyal (k),

b) a két haromszog teriiletének ardnya a hasonloségi arany négyzetével (k?) egyenls!

Irjuk fel mindkét haromszog teriiletét az alapveté T =

Bizonyitas (a magassagok aranyara):

Legyenek az alapokhoz tartozé magassagok hyx | LM
és hg L TU, amelyek az alapokat a D, illetve az E
pontban metszik.

Vizsgéljuk a kialakul6 derékszogtii K LDa és ST Ea hé-
romszogeket!

e A magassigok szerkesztése miatt mindkettGben
talalunk egy derékszoget (D = E = 90°).

e A nagy héromszogek hasonlosaga miatt a bal also
szogeik egyenlsk (L = T).

Az 1. hasonlosagi eset (Sz-Sz) értelmében a két leva-
gott kis derékszogl haromszog is hasonldé (KLDa ~
STEA). A hasonlosag miatt felirhato a megfelels olda-
lak hényadosa:

hxy KD KL

he SE ST ¢

Tehat a magassidgok aranya valoban megegyezik a ha-
sonlosagi arannyal (k).

Bizonyitas (a teriiletek aranyara):

2

hanyadosukat:
LM - hg
TKLM N 2 B LMhK N (LM
Tsry  TU-hs — TU-hs \TU
2

15

alap-magassag

)

képlettel, majd képezziik a

)

M
Mivel a feltétel szerint az oldalak arédnya T~ k, tovabba az el6z6 alpontban igazoltuk,

hi
hs




h
hogy a megfelel6 magassagok aranya is h_K = k, a behelyettesitést kovetGen megkapjuk a tétel
S
allitasat: T
KM — k- k=2
Tstu
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2. Magassagok és oldalak szorzatidnak allandésaga

Feladat: Egy tetszéleges XY Za-ben huzzuk meg mind a harom magassagot: X X', YY' és
77" lgazoljuk, hogy az oldal és a hozza tartoz6 magassag szorzata minden oldalpar esetén
allando, azaz:

XY - ZZ'=YZ - XX'=XZ-YY'

Bizonyitas:
Vizsgaljuk az XY X'\ és ZY 7', derékszogl haromszoge-
ket!

e A magassagok miatt mindkét haromszog derékszo-
gl (X'=27"=90°).

e Az Y (a jobb alsé csiics szoge) kozos mindkét hé-
romszogben.

Az 1. hasonlésagi alapeset értelmében a két haromszog
hasonlé: XY X\ ~ ZY Z),.

Irjuk fel a megfelels atfogok és magassag-befogok ara-
nyat:

XX XY
Z7" Y7
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat a nevezdkkel
(keresztszorzas):
XY -ZZ'=Y7Z- -XX'. (1)

Teljesen analog moédon, a mésik két magassag altal bezart derékszogi haromszogek hason-
losagabol (XYYA ~ ZXZ),) igazolhato, hogy:

XY 27 =XZ-YY' 2)
Az (1) és (2) egyenleteket Osszevetve megkapjuk a kivant teljes egyenléséget:

XY -ZZ'=Y7Z XX =XZ-YY'

A haromszog teriilete 3-féleképpen

Ha a fenti egyenlGségsorozat minden tagjat elosztjuk 2-vel, akkor pontosan megkapjuk a
haromszog alapvets teriiletképletét, mind a harom oldalparra felirva:

XY .zz' YZ -XX' XZ-YY' (T _oldal - hozza tartozo magasség)

T fr—
xyz 2 2 9 9
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