A valos szamok halmaza

7. osztaly

1. Négyzetgyokvonas

Definici6: Teljes négyzet

Egy n természetes szamot akkor hivunk teljes négyzetnek (vagy négyzetszamnak), ha
létezik olyan egész szam, amelyet onmagéaval megszorozva pont az n értékét kapjuk.

Példdul: A 64 és a 225 négyzetszamok, mivel 64 = 8% = (—8)?, illetve 225 = 15% =
(—15)%

Definicié: A négyzetgyokvonas fogalma

A négyzetgyokvonas lényegében a mésodik hatvanyra emelés (négyzetre emelés) meg-
forditott miivelete. Egy nemnegativ (pozitiv vagy nulla) valos szam négyzetgyoke az a
nemnegativ szam, amelyet négyzetre emelve a gyckjel alatti értéket kapjuk vissza. Jelo-

lése: \/ .
e Haz,y € Q, és x = 32, akkor \/z = y.

e Tovabb4, ha z € Qi, y € Q és x = y?, akkor /z = |y| (azaz a szam abszolut
értéke).

Alapvet6 példak és tudnivaldk
° \/E:ZL, mert 42 = 16 és 4 > 0.
e /100 = 10, mert 10> = 100.
« V0P =] -6/ =6
o V1,44 =/1,22=1,2.
Alapvetd kikotés: A négyzetgyok értéke és a gyokjel alatti szdm sem lehet soha negativ a valos

szamok korében! A gydkvonés eredménye mindig > 0.

Nagyobb szamok gyokvonasa primtényezds bontassal

Ha nem latjuk azonnal a gyck értékét, érdemes a szamot primtényezsk szorzatédra bontani,
majd a hatvanykitévéket megfelezni:

1. V1296 = v24 - 31 = /(22 -32)2 =22.32 = 4.9 = 36.
2. V324 =+/22.31=2".32=2.9=18.




Irasbeli négyzetgyokvonas algoritmusa (Egész szamok)

A munkafiizetben bemutatott eljaras lépései egy egyedi példan (/73441 = 271) keresztiil be-
mutatva:

1. A szamjegyeket hatulrol haladva kettes csoportokra tagoljuk: 7'34’41.

2. Az els6 csoport a 7. Ennek keressiik a legnagyobb olyan négyzetszamot, ami még nem
nagyobb nala: ez a 4, aminek a gyoke 2. A 2-est felirjuk az eredménybe. A 7-bél kivonjuk
a 4-et, marad a 3.

3. Lehozzuk a kévetkezd szamesoportot (34), igy kapjuk a 334-et.

4. A jelenlegi eredmény (2) kétszeresét (4) leirjuk balra. A 334 utolso szamjegyét letakarva
megvizsgaljuk, hogy a 33-ban a 4 hanyszor van meg: legfeljebb 7-szer. Igy a probélkozas:
47 -7 = 329. Mivel 329 < 334, ez megfelel. A T-est beirjuk az eredménybe (a 2 mellé).

5. A kivonas utan maradt 5, mellé hozzuk az utolso csoportot (41), kapjuk az 541-et.

6. A mostani eredmény (27) kétszerese 54. Az 541-ben az 54 pontosan 1-szer van meg:
541 -1 = 541. Maradék nincs, az eredmény tehat /73441 = 271.

Tizedestortek és tortkifejezések

Gyokvonds tizedestortekbdl: Tizedestortek esetén a kettes csoportositast a tizedesvessz6tdl in-
dulva mindkét iranyba kell elvégezni. Amikor a szamitas soran elérjiik a tizedesvessz6t (lehozzuk
az els tizedesjegyeket tartalmazo csoportot), a kapott eredményben is azonnal ki kell tenni a
tizedesvesszGt! Ha egy szam nem teljes négyzet, tetszéleges pontossaggal szamolhatunk ugy,
hogy a tizedesvessz$ utéan parban nullakat irunk hozza (00, 00...). Két tizedesjegy pontossaghoz
legalabb két par nullara van sziikség.

Tétel: Tortek és szorzatok négyzetgyoke

Két fontos azonossag a négyzetgyokok miiveleteihez:

e Tortbsl tgy vonunk gyokot, hogy a szamlalobol és a nevezdbdl kiilon-kiilon
gyokot vonunk (ha a nevezd nem nulla):

@_Vi (50> 0)

b Vb

e Szorzatbdl tgy vonhatunk gyokot, hogy a nemnegativ tényezskbdl kiilon-kiilon
vonunk gyokot, majd az eredményeket Osszeszorozzuk:

Va-b=+a-Vb (a>0,0>0)

Példdak az azonossdgokra:

/16 16 4 —— —
49 49 T

Hatvdanyok gyoke és egybevonds: A fenti szabaly megforditva is igaz: /- \/y = /T -y. Bzt
hasznalhatjuk, ha a tagok kiilon-kiilon nem négyzetszamok, de a szorzatuk mar az:

V8- V18 = V818 = V144 = 12



Hatvanyok gyokvonasanal pedig a kitévét felezziik:

V312 =36 =729 65 4/(25) =20 =32

2. Irracionalis szamok, a valés szamok halmaza

Geometriai motivdcio: Készitsiink egy olyan ABC'D négyzetet, amelynek oldalait felezve és a
felez&pontokat Osszekotve egy 14j, bels6 EFGH négyzetet kapunk. Ha a kiils6 négyzet oldala
AB = 2 egység, akkor a bels6 négyzet teriilete a kiils6 teriiletének a fele:

AB* 4

> =5= 2 teriiletegység.

TEFGH =

Mivel a négyzet teriilete az oldalanak a négyzete (EF? = 2), ebbél kovetkezik, hogy az EFGH
négyzet oldalhossza pontosan EF = /2. Ez a hosszisag fizikailag is megrajzolhato, tehat
létezik a szamegyenesen olyan pont, amely az origdétol pont ekkora tavolsagra van.

Tétel: A v/2 nem racionalis szam

Bizonyitsuk be indirekt moédon, hogy a v/2 nem irhato fel két egész szam hanyadosaként
(tortként)!

Bizonyitds. Tegyiik fel az ellenkezGjét: 1étezik olyan %” alakt tort, amely megegyezik a

V/2-vel, ahol p, ¢ € Nt és a tortet mar a végletekig egyszertisitettiik (azaz p-nek és g-nak
nincs kozos osztoja, nem lehet mindketts paros).
Irjuk fel az egyenletet, majd emeljiik mindkét oldalt négyzetre:

2
\/ﬁzg — 2:p— —  p?=2¢
q

e
Mivel a 2¢? egy paros szam, ezért p>-nek is parosnak kell lennie. Egy négyzetszam viszont
csak akkor lehet paros, ha maga az alap (p) is paros. Irjuk fel tehéat p-t tgy, hogy p = 2k
(ahol k egy pozitiv egész szam).
Helyettesitsiik vissza ezt az eredeti egyenletiinkbe:

(k) =2¢° = 4k*=2¢" = ¢ =2k

Ebbél a formabol jol 1atszik, hogy most mér a ¢? is egy paros szam, ami azt jelenti, hogy
maganak a g-nak is parosnak kell lennie!

Ellentmondéas: A levezetés soran arra jutottunk, hogy a p és a ¢ is paros szamok
(oszthatok 2-vel). Ez azonban ellentmond annak a kezdeti feltételiinknek, hogy a § tort

nem egyszertisitheté tovabb! Emiatt az eredeti feltevésiink hamis: a /2 semmiképpen
sem frhato fel tortként. O




Definicié: Az irraciondlis és valds szamok

e Irracionalis szamok (Q* vagy I): Azok a szamok, amelyek nem irhatok fel
két egész szam hanyadosaként. Tizedestort alakjuk mindig végtelen, de nem
szakaszos (nem ismétlédik benne egy periodikus minta).

Példdk irraciondlis szamokra: /2 ~ 1,4142135...;  /3; /5, V15; an =
3,14159. . .

e Val6s szamok halmaza (R): A raciondlis (Q) és az irracionalis (Q*) szamok
halmaza egyiittesen alkotja a valos szamok teljes halmazat.

QUQ =R & QNQ*=0 (akét halmaznak nincs kozos eleme).

A szamhalmazok kozotti bovitési hierarchia (részhalmazi relacio):

NCZcQcCR

\.

Jelolések a valos szamok korében:
e R, : a pozitiv valos szamok halmaza (a nulla nem tartozik bele).
e R_: a negativ valdés szdmok halmaza.
e R} vagy R, a 0-val egyiitt: a nemnegativ valés szamok halmaza.

e R* vagy R\ {0} : a nulla kivételével az Osszes valos szam.

Ellentett szamok és a sziAmegyenes

Barmely = € R valés szam ellentettjét —ax-szel jeloljiik. A szamegyenesen az ellentett szamok
az origora (0-ra) nézve szimmetrikusan helyezkednek el. Példaul a V5 ellentettje —\/3; a—4/3
ellentettje pedig +4v/3.

Definicié: A valos szam abszolut értéke

Egy valos szam abszolit értéke geometriai szempontbo6l nem mas, mint a szimegyenesen
az origotol (0 ponttol) mért tavolsaga. Jelolése: |x|.

Mivel a tavolsag sohasem lehet negativ, egy pozitiv szam és a nulla abszolut értéke
onmaga, mig egy negativ szam abszolut értéke a szam ellentettje (azaz pozitiv érték):

2] 7, haz >0
€T =
—r, hax<0

Példdk: | —3|=V3; [+V3|=V3; |-V15=V15 [3-V15|=—-(3-V15)=
V15 — 3 (mivel a 3 = /9 < /15, igy a gyokjel alatti kifejezés negativ).

Tétel: A valos szamok rendezése

Minden egyes valés szamnak pontosan egy pont felel meg a szdmegyenesen. Ha két
valos szamot Osszehasonlitunk, akkor az a nagyobb, amelyik a szamegyenesen jobbra
helyezkedik el:

Ha x jobbra van y-tol, akkor = > y.




Példdk egyenlétlenségekre: /7 > /5 > v/3; illetve a negativ oldalon: —v/3 > —v/5 > —/7.

3. Szamitasi szabalyok négyzetgyokokkel

Tényezd kiemelése a gyokjel elé: Ha a gyokjel alatt szerepld szam onmagéaban nem teljes négy-
zet, de felbonthato olyan tényezdk szorzatara, amelyek koziil legalabb az egyik négyzetszam,
akkor ebbdl a tényezdbdl gyokot vonhatunk. A kapott értéket szorzoként kiirjuk a gyokjel elé.

1. V32=16-2=1+42-2 =42
2. V125 =25-5=+52-5 =55

3. /48 _ V163 _ 4V3
: 25 V25 5
4. /500 = /100 - 5 = 10v/5
5. /(=6)2-3=|—-6|-v/3=6V3

Tényezd bevitele a gyokjel ald: A kiemelés forditott eljarasa, amikor egy gyokjel el6tti szorzoté-
nyezG6t szeretnénk a gyokjel ala vinni. Ezt ugy tehetjiik meg, hogy a gyokjel el6tti (nemnegativ)
szamot négyzetre emeljiik, és beszorozzuk vele a gyokjel alatti értéket.

1. 3vV6=Vv3.5=v9-5=+45
2. —4y2 = —\/42.2 = —\/16-2 = —/32  (Figyelem: a negativ eldjel a gyokjel eldtt

marad!)

g3 3 [s_ [z 8_ [o s_ [3
4 3 42 3 T 16 3 2

Alkalmazas (Szamok 6sszehasonlitasa): Melyik érték a nagyobb: 44/3 vagy 3v/57

Vigyiik be a tényezdket a gyokjel ala: 4v/3 = /16 - 3 = V48, mig 3v/5 = V9 - 5 = v/45. Mivel
48 > 45, ezért 4v/3 > 3+/5.

Tétel: Osszefoglalé szamitasi szabalyok a valos szamok koérében

1. Vx2 = |z|, minden z € R esetén.

2. (vz)’ =z, ha z € R} (nemnegativ valos szém).
3. VZ-y=+z-\/y haz,yecR].

4. T y= gzﬁ,haxERgésyeRJr (y > 0).
5. %z%,haxeRgésy€R+.

6. V¥ = (2)", ha z € R{ és k € Z (egész szém).

Példdk az azonossagokra: /(=7)2=|—=T7| =7, V142=14; +/3-11= V/33; /% _ \/T?



Egy tort nevezdjének gyoktelenitése (Racionalizalas)

Gyoktelenités elve: Ha egy matematikai kifejezésben tort szerepel, és annak nevezGje irracionalis
gyokmennyiséget tartalmaz, matematikai szokas szerint a tort értékének megvaltoztatasa nélkiil
bévitést végziink. Ennek célja, hogy a nevezbdl eltiinjon a gyokijel, azaz a nevez6t racionalis
szamma alakitsuk.

Altaldnos mddszer egyszerd négyzetqyok esetén: Ha a nevezSben +/a szerepel, a tort szamlalojat
és nevezGjét is megszorozzuk /a-val, mivel \/a - \/a = a.

V2 V22 2

2. \% = \%‘{% = %g =23 (egyszerisités utdn)
303 3 _ 3 _ 3v3 _ 3/3_ 3
VBT VIS T AT BT 28 2

4 15\/??_15\/5_15\/3_3
V75 T V253 B3

4. Miiveletek val6s szamokkal

Osszeadas és kivonas

Egynemi gyoktagok dsszevondsa: Pontos szamitasok sordn a gyokok helyett nem dolgozunk
kerekitett tizedestortekkel, mert az eredmény is pontatlan lenne. Osszeadasnal és kivonasnal
csak azokat a tagokat tudjuk Gsszevonni, amelyekben a gy6k alatti mennyiség (a gy6krész)
teljesen megegyezik — ezeket egynemd tagoknak nevezziik. Az Osszevonast gy végezziik el,
hogy a gyokjel el6tti egytitthatokat (szorzokat) algebrailag 6sszevonjuk, maga a kozos gyokrész
pedig valtozatlan marad.

L 5V3-2V/3+8V3—-V3=(56-2+8-1)v/3=10/3

2. 42+ 75 —6v2—-3V54+10= (4 —6)vV2+ (7T—3)V5+10 = —2v/2 + 45+ 10

3. 2v12 4+ 3v27 — 5v/3 = 2(2v/3) + 3(3v/3) — 5v/3 = 4v/3 + 9v3 — 5v/3 = 83

4. |22—\§53|+!\/5—3!—|x/5—1| = —(2—VB)+—(V56—3)—(v5—1) = =24+v5—V/5+3—v5+1 =

(Magyardzat az abszolit értékekhez: mivel 2 < V5 és Vb < 3, az elsd két modulussban
lévd kifejezés negativ volt, ezért az ellentettjikre vdltoztak.)

Szorzas és osztas

Tétel: Gyokmennyiségek szorzasa és osztasa

Ha gyokmennyiséget gyokmennyiséggel szorzunk vagy osztunk, akkor kiilon-kiilon végez-
ziik el a miveletet a racionalis egyiitthatokon és a gyok alatti szamokon:

(avE) - (VD) = (@-DVaT & (ava) : (bVF) = (a: )yETT
Ahola,b € R (b#£0) és v,y € RS (y > 0 osztdsndl).




Kidolgozott példdk szorzdsra és osztdsra:

1. (4v6) - (=3v5) = (4 (=3))v6-5 = —12/30

2. (=5v3) - (—2v12) = +10v/36 = 10 - 6 = 60

3. 3v2- (4v/2 - 5V6) =3v2-4v2 = 3v2- 56 = 12V/4 — 15\/12 = 24 — 303

4. (2v3+V5) (V3 —2V5) = 2v3-v3—-4y15+v15-2V25 = 6—3v15—10 = —4—3/15

5. (12v/18) : (—3v2) = (12: (=3))V18:2 = —4y/9 = —4-3 = —12

6. (15v12—10v27+5v3) : (5v/3) =3V4-2V/9+1=3-2-2-3+1=1
Hatvanyozas

Tétel: Gyokmennyiségek hatvanyozasa

Gyoket tartalmazo kifejezést tigy emeliink hatvanyra, hogy a gyok el6tti egyiittahot és
magét a gyokrészt is kiilon-kiilon az adott hatvanykitévére emeljiik:

(a\/f)n:a”-(\/f)n:a”-\/x_” (aeR,z>0,n€2Z)

Az azonos alapi hatvanyokra, a nulla és negativ hatvanykitévékre tanult korabbi azonos-
sagok valtozas nélkiil érvényesek a valos szamokra is!

Példdk hatvanyozasra:
2 2 2
L VI = () D) = = =3

2 (-3v) = ()" (VO) = VR = V=



A miiveletek elvégzésének sorrendje

Tétel: A miiveleti hierarchia alapjai

A valés szamok halmazan a tanult matematikai miveleteket harom szigord prioritasi
szintre (rendre) tagoljuk:

e I. Els6rendii miiveletek: az Gsszeadas és a kivonés.
e II. Masodrendii miiveletek: a szorzas és az osztéas.
e III. Harmadrendid miiveletek: a hatvanyozas és a négyzetgyokvonas.

Az elvégzés szabalya: Szamitaskor mindig a legmagasabb rendd (harmadrendi) md-
veletekkel kezdiink, majd a masodrendiekkel folytatjuk, legvégiil pedig az elsérendii mi-
veleteket végezziik el (balrol jobbra haladva). Ha a kifejezés zarojeleket is tartalmaz, a
sorrendet a zardjelek feliilirjak! Ekkor beliilrsl kifelé haladunk: elséként a kerek (),

ezt kévetSen a szogletes | |, végiil a kapcsos { } zardjelekben 1év6 miveleteket kell
kiszamitani.

\.

Kidolgozott mintapélddak dsszetett miveleti sorrendre:
1(3)° V256 - 2.8l -1 V64=2.16-2.9-1.8=9-2-1=6.

2. 5+3v2-5v2— (VI8 +50) : V2 =5+15V4— (VA9 -2+ 25-2) : V2 =
=5+15-2— (7V2+5v2) : V2 =5+30— (12v2) : V2 =35-122:2 =35—-12-1 = 23.

5. Szamtani és mértani kozép, stulyozott szamtani kozép

Definicié: A szamtani és a mértani kozép fogalma

e Szamtani kozép (aritmetikai k6zép): Tobb adott valos szam szamtani koze-
pét ugy kapjuk meg, hogy a szamok Osszeadasa utén az eredményt elosztjuk az
osszeadando tagok darabszaméaval. Két szam (z,y € R) esetén a képlete:

a1+a2-|—---+an
n

Az, y) = %, altalanosan n darab szamra: A, =

e Mértani k6zép (geometriai kdzép): Két nemnegativ (pozitiv vagy nulla) valos
szdm mértani kozepe megegyezik a két szam szorzatabol vont négyzetgyokkel:

Glz,y) =Ty (z,y€eRY)

Tétel: A kozepek kozotti alapvets egyenlStlenség

Barmely két pozitiv valos szam (a, b > 0) esetén a szamtani kozép mindig legalabb akkora,
mint a mértani kozép. Az egyenlGség kizarolag akkor teljesiil, ha a két szam megegyezik

(a =b):

min(a,b) < Va-b <




Definici6: Silyozott szamtani k6zép

A gyakorlatban (pl. az iskolai atlag kiszamitasakor vagy fizikai tomegkozéppontnal) az
adatokat nem egyenranguként kezeljiik, hanem mindegyikhez egy fontossagi értéket, tigy-
nevezett salyt (s;) rendeliink. A silyozott kozép kiszamitasdhoz a szamokat megszo-
rozzuk a sajat stulyukkal, a szorzatokat Osszeadjuk, majd az egészet elosztjuk a sulyok
Osszegével:

181+ Ty Sg+ -+ Ty Sy

As =
S-Sy rcce T Sp

\.

Gyakorlati mintapélda (Tanulmdnyi dtlag): Agnes matematikabol kapott jegyei a félév soran:
harom darab 3-as, két darab 4-es és egy darab 5-6s dolgozat (ahol az 5-6s duplan szamit, tehat
a stlya 2). Hanyasra all Agnes?

3:3+4-2+5-2 9+8+10 27

A, =2 ~3,86 = d4-esre all.
3+2+2 7 7 esre a

Kidolgozott példa kézepekre: Szamitsuk ki a szamtani (A) és mértani (G) kbzepét az = 2v/3
ésy = 8v/3 szamoknak!

e SzAmtani kozép:
2v34+8v3  10V3

A

e Mértani kozép:

G:\/Q\/§-8\/§:\/(2-8)-(\/5-\/5):\/16- — V48 =43

Ellendrzés: Mivel 4v/3 < 5v/3, jol lathato, hogy a mértani kozép valoban kisebb lett a szamta-
ninél.

6. Az 2° =a (a € R) alakt egyenletek megoldasa

Tétel: A tiszta masodfoku egyenlet megoldhatosaga

Az x? = a tipusi egyenletben az ismeretlen (x) a masodik hatvanyon szerepel, ezért ezt
(tiszta) masodfoku egyenletnek nevezziik. A valos szamok korében a megoldasok szama
és értéke kizarolag az a konstans elGjelétdl fiigg:

1. Ha a > 0 (pozitiv): Az egyenletnek pontosan két kiilonb6z6 valés megoldasa
van, amelyek egymas ellentettjei.

Vit=+a = |z|=vVa = r1=+Va é& z3=—Va

2. Ha a = 0: Az egyenletnek egyetlen megoldasa van, mégpedig a nulla: z = 0.

3. Ha a < 0 (negativ): A valos szamok halmazan (R) nincs megoldas, mivel

barmely valos szam négyzete mindig nemnegativ (z? > 0). Ekkor a megoldashalmaz
tires: M = ().




Kidolgozott mintapélddk egyenletmegolddsra:

2 _ 2 _ J»n _>s 1 _ [ 5.5
1.513'—9 :>|£C’— 9—3:>LC1,2—:‘:3:>M—{ 3,3}

3,2 15 _ 3.2 _ 15 5 2 _ 75 _ 2 _ 45 _
2 =T 4—0:>5:U—4 3 = T B T = T12 = 2—i2,5

4. 522 +20=0 = bH2? = —20 = 2? = —4 = Nincs valos megoldas (M = ().

x? —
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>
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